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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Les travaux que nous présentons dans cette thèse ont été réalisés dans le cadre
d'une Convention Industrielle de Formation par la Recherche (Cifre ). Les conven-
tions Cifre associent une entreprise, un laboratoire et un doctorant dans le cadre
d'un projet de recherche industriel. La présente thèse a étéréalisée au sein du labo-
ratoire Eric (Equipe de Recherche en Ingénierie des Connaissances) de l'université
Lumière Lyon II, et de la société Fenics, PME lyonnaise crééeen 2003. Fenics est
une société d'édition de logiciels dédiés à l'aide au diagnostic du cancer du sein.

Selon l'Institut National du Cancer (INCA) 1, le cancer du sein est le cancer
féminin le plus fréquent. Il a été responsable en 2005 de 11 637 décès. Il s'agit de la
première cause de mortalité chez les femmes de 35 à 70 ans, et cette maladie touche
en France aujourd'hui une femme sur 10. Le moyen le plus e�cace pour détecter un
cancer du sein le plus tôt possible est l'examen mammographique. Outre les examens
classiques, qui concernent les patientes venues sur avis médical, parce qu'un examen
ou que des antécédents familiaux requièrent un suivi, la France a lancé en 2004
un programme de dépistage systématique qui propose un examen mammographique
gratuit à toutes les femmes âgées de 50 à 74 ans, assurant une double lecture de
l'examen, et ce tout les deux ans. En 2006, ce programme a concerné 2 millions de
béné�ciaires, ce qui correspond à un taux de participation de la population cible
d'environ 50%. Le dépistage est pris en charge par des structures de gestion qui sont
des associations départementales ou régionales.

Pour faire face à ce volume énorme de données à traiter par lesradiologues de
manière e�cace et �able, des outils informatiques sont nécessaires, au niveau de

1http ://www.e-cancer.fr/
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Chapitre 1. Introduction

la gestion des donnée d'une part, mais également au niveau del'imagerie médicale
[ZI06, Cle06]. Il existe ainsi sur le marché des consoles de visualisation de clichés
numériques, ainsi que des outils de stockage de ces données.Le dé� actuel, parti-
culièrement dans le domaine du cancer du sein avec les programme de dépistage
existant en France mais aussi dans de nombreux autres pays, est de proposer des
systèmes d'aide au diagnostic (Computer Aided Diagnosis, Cad ) performants ca-
pables d'assister les radiologues a�n de rendre leurs diagnostics plus rapides et plus
sûrs.

Les solutions proposées par Fenics abordent tous les aspects de l'aide au diag-
nostic, en commençant par la gestion des données avec Smart Manager, un logiciel
de gestion des campagnes de dépistage organisé du cancer du sein. Smart Manager
permet de gérer les dossier des patientes en connectant par internet les structures
centrales organisant le dépistage avec les di�érents cabinets de radiologie associés,
et peut être intégré aux �ux des hôpitaux et des structures degestion du dépis-
tage via le standard d'imagerie médicalDigital Imaging and COmmunications in
Medecine(Dicom 2). Viennent ensuite les logiciels de visualisation d'images radio-
logiques numériques. La station de diagnostic développée par Fenics, Smart Viewer,
est un logiciel de visualisation d'images médicales dédié àla mammographie, qui
permet d'a�cher des images hautes dé�nition (pouvant allerjusqu'à 70 millions de
pixels) sur des écrans médicaux, d'e�ectuer des traitements sur les images (agran-
dissement, réglage du contraste, etc.) et de saisir toutes les informations constituant
un diagnostic.

Mais le principal dé� de Fenics réside dans le développementdes logiciels d'aide
au diagnostic à proprement parler. Ainsi la société proposele logiciel Smart Look
qui permet de détecter les zones cancéreuses sur les mammographies, le système
argumentant son choix auprès du radiologue en proposant également une caractéri-
sation des anomalies basée sur une ontologie des pathologies du sein [Zig06] a�n de
déduire un degré de malignité du cancer selon le standard utilisé par les radiologues.
Ainsi, avec Smart Look les radiologues sont assistés durantleurs lectures, le logiciel
permettant d'attirer leur attention vers des anomalies di�ciles à détecter, et leur
permettant ainsi de réduire le nombre de cancers non détectés. Smart Look, qui fait
partie desCad , est à la croisée de deux types de technologies : l'imagerie,et plus
précisément la segmentation d'images, et ledata mining. En�n, le logiciel Smart
Reach, actuellement en développement, propose un système de recherche d'informa-
tion dans une base de dossiers patient, à partir notamment decas similaires. Mis à
part ces produits, des outils internes sont développés au sein de la société pour le
pôle recherche et développement, comme notamment une plate-forme dedata mi-
ning (principalement dédiée à l'apprentissage supervisé) appelée LearnIt, ainsi que
d'un logiciel de segmentation d'images appelée FindIt. Cesdeux outils interagissent

2Voir http ://dicom.nema.org/
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entre eux et avec les versions dites "recherche" des produits Fenics développées en
interne pour la mise au point de prototypes.

C'est donc dans le cadre de la mise au point de systèmes intelligents d'aide au
diagnostic que nous avons abordé la problématique de l'apprentissage supervisé par
arbre de décision en situation d'asymétrie.

1.2 Problématique

Dès lors que l'on aborde des données réelles en fouille de données, on est généra-
lement en présence d'un très grand nombre d'individus, d'untrès grand nombre de
descripteurs, ou encore de données manquantes, éparses, oubruitées. Dans le cadre
de la mise au point d'un système d'aide au diagnostic du cancer du sein, nous avons
été très vite confrontés à un problème de plus en plus considéré par la communauté
scienti�que depuis quelques années : il s'agit de l'asymétrie des classes, et particu-
lièrement l'extraction de connaissances à partir de jeux dedonnées où les classes
sont très déséquilibrées. L'asymétrie est l'un des problèmes qui émergent endata
mining dès lors qu'il s'agit d'une discipline utilisée dans l'industrie : les données
réelles permettent de soulever de nouvelles questions. Or la plupart des problèmes
industriels concernent des classes distribuées de manièreasymétrique. En apprentis-
sage supervisé l'asymétrie revêt deux formes principales :le déséquilibre des classes,
et l'asymétrie des coûts. Le déséquilibre des classes concerne les problèmes où l'une
des modalités de la variable cible est beaucoup moins représentée que les autres,
ce qui perturbe les algorithmes d'apprentissage. Ce problème est souvent rencontré
dans les problèmes de diagnostic médical. L'asymétrie des coûts concerne les cas où
les coûts des erreurs ne sont pas symétriques. Notons que lesproblèmes d'asymétrie
en apprentissage supervisé ont donnés lieu à des ateliers spéci�ques dans d'impor-
tantes conférences internationales [WCS00, WLI00, WLI03,ID-03, SI-04], et font
partie selon Yang [YW06] des dix dé�s de recherche actuels endata mining.

Le problème de recherche abordé dans cette thèse est donc le traitement de l'asy-
métrie des classes en apprentissage supervisé par arbres dedécision. Nous nous in-
téressons aux arbres de décision, car ces algorithmes largement reconnus [WKQ+ 08]
regroupent de nombreux avantages les rendant adaptés aux problèmes que nous
abordons. Leur simplicité implique une faible complexité calculatoire, et ils sont
adaptés à la fouille de grandes bases de données. La stratégie de partitionnement de
l'attribut le plus pertinent fait également o�ce de méthode de sélection de variable,
ce qui permet de traiter un très grand nombre d'attributs sans que la qualité des
résultats en soit a�ectée.

L'hypothèse que nous faisons ici est que les arbres de décision n'ont pas été
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conçus pour les situations d'asymétrie des classes. Nous proposons donc d'une part
la mise en exergue du fait que l'asymétrie perturbe d'apprentissage par arbres, et
d'autre part des pistes pour tenir compte de cette asymétrie, a�n de rendre possible
l'utilisation des arbres de décision pour l'extraction de connaissance pertinente à
partir de classes asymétriques.

1.3 Contributions

Lorsqu'on travaille sur des arbres de décision en situationd'asymétrie, les travaux
actuels proposent deux pistes : des stratégies d'échantillonnage visant à rééquilibrer
les données, ces méthodes pouvant par ailleurs être utilisées avec n'importe quelle
méthode d'apprentissage supervisé, et la prise en compte explicite de l'asymétrie
au sein même de l'algorithme d'induction d'arbre, généralement sous la forme de
matrice de coûts (Cost Sensitive Learning, CSL).

Les travaux portant sur le critère de partitionnement proposent soit de le rem-
placer par une fonction de coûts, soit d'utiliser les coûts pour pondérer les individus
de chaque classe. A l'origine de notre travail est le constatque les principaux critères
de partitionnement des arbres de décision sont basés sur l'entropie, qui n'a pas été
dé�nie dans le cadre de l'apprentissage mais en théorie de l'information. Les hypo-
thèses sous-jacentes à la notion d'entropie conditionnelle utilisée dans les arbres de
décision supposent que la situation la moins porteuse d'information est l'uniformité.
Cette notion ne nous parait pas adaptée : une situation non porteuse d'information
est plutôt une situation identique à la situation d'origine. La propriété de symétrie
des mesures d'entropie peut donc être remise en cause. Cependant, d'autres proprié-
tés de l'entropie méritent d'être conservées. A partir de cette idée nous proposons
trois contributions originales :

1. Notre première proposition est une axiomatique de l'entropie, composée des
propriétés qui nous semblent importantes pour dé�nir une mesure d'entropie
adaptée à l'apprentissage supervisé.

2. En nous basant sur cette dé�nition, nous avons déterminé une mesure d'en-
tropie asymétrique, qui constitue une seconde contribution.

3. Concernant l'extraction des règles d'a�ectation nous étudierons les di�érentes
stratégies, et proposons une nouvelle approche basée sur l'entropie.
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1.4 Organisation du mémoire

Nous présentons nos travaux de thèse en quatre parties principales :

Le chapitre 2 est un état de l'art présentant les principalespistes de recherche
actuelles de l'apprentissage supervisé en situation d'asymétrie. Après quelques dé�-
nitions de base, nous proposons d'identi�er les problèmes liés à l'asymétrie, puis nous
exposons les principales méthodes existantes pour essayerde régler ces problèmes.

Le chapitre 3 est consacré aux critères de partitionnement des arbres de décision.
Nous exposons les di�érentes stratégies existantes, ainsique les outils qui ont été
proposés pour tenir compte de l'asymétrie au cours du partitionnement. Nous pré-
sentons ensuite nos contributions, en exposant une axiomatique de l'entropie ainsi
que notre nouvelle mesure d'entropie asymétrique.

Le chapitre 4 aborde le problème de l'a�ectation des classesaux feuilles des arbres
de décision. Nous proposons di�érentes règles d'a�ectation, dont une basée sur le
critère de partitionnement qui a permis de générer l'arbre.

Le chapitre 5 présente les expérimentations que nous avons réalisées au cours de
notre thèse. Un rappel méthodologique concernant l'évaluation des modèles sur jeux
de données déséquilibrés ou en asymétrie des coûts est proposé, puis nous évaluons
l'apport de nos approches, sur des jeux de données classiques en apprentissage en
situation d'asymétrie ainsi que sur les jeux de données réelles sur lesquels nous
travaillons au sein de la société Fenics pour la mise au pointd'un système d'aide au
diagnostic du cancer du sein.

Une conclusion propose une synthèse critique des travaux présentés dans ce mé-
moire et exposera les pistes de recherche pouvant être explorées dans la continuité
de nos travaux.
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Chapitre 2

Dé�nitions et état de l'art

2.1 Introduction

2.1.1 Apprentissage supervisé et asymétrie

Comme nous l'avons souligné en introduction, la prise en compte de l'asymétrie
des classes en apprentissage est un problème relativement récent apparu dès lors
que ledata mining est devenu une technologie amplement utilisée dans l'industrie,
dans des exemples réels comme le diagnostic des maladies de la thyroïde [MA94], la
gestion des défauts des boites de vitesses des hélicoptères[JMG95], la détection de
fraudes téléphoniques [FP97], ou encore la recherche de gisements de pétrole sur des
images satellites [KHM98]. L'asymétrie est devenu un dé� majeur de l'apprentissage
supervisé, le déséquilibre des jeux de données pouvant atteindre 1 pour 100, 1 pour
1000, 1 pour 10000 et souvent encore plus [CJK04]. Comme le notent Florian Verhein
et Sanjay Chawla [VC07] "dans des applications comme le diagnostic médical ou
la détection de fraudes, [les] jeux de données déséquilibrés sont la norme et non
l'exception".

La communauté scienti�que du data mining s'est attelée à ces problèmes, et
les ateliers qui y sont consacrés dans les principales conférences [WCS00, WLI00,
WLI03, ID-03, SI-04] témoignent de l'ampleur des dé�s qui sont posés1. Une ca-
tégorie de l'apprentissage supervisé a donc émergé, regroupant plusieurs types de
problématiques, que l'on peut résumer à deux thèmes principaux : l'apprentissage
sur données déséquilibrées d'une part ; et l'asymétrie des coûts d'autre part. Mais

1On peut également citer laPAKDD 2007 Data Mining Competition , qui portait sur des don-
nées très déséquilibrées puisque la classe d'intérêt étaitreprésentée par 700 individus sur 40000
(http ://lamda.nju.edu.cn/conf/pakdd07/dmc07/)
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nous verrons que ces deux problèmes sont étroitement liés.

Avant d'aborder les approches que nous avons considérées pour traiter le pro-
blème de l'asymétrie dans les arbres de décision, il est doncindispensable de présen-
ter les principaux problèmes, méthodes et résultats du domaine de l'apprentissage
supervisé en situation d'asymétrie. C'est l'objet de ce chapitre.

2.1.2 Organisation du chapitre

La première section présente la dé�nition des termes et des concepts propres au
domaine de l'apprentissage supervisé en situation d'asymétrie, ainsi qu'un rappel
des notations que nous utiliserons tout au long de ce travail.

La section suivante introduit les notions de base de l'apprentissage par arbres de
décision en présentant les principales méthodes existantes.

Nous présenterons ensuite une vue d'ensemble du domaine de l'apprentissage
supervisé en situation d'asymétrie, avec une première section consacrée à la descrip-
tion des problèmes liés à l'asymétrie, et une seconde où nousdécrirons les principales
approches permettant de traiter ces problèmes. Nous aborderons tout d'abord les
stratégies d'échantillonnage, puis les méthodes algorithmiques.

La dernière section est une discussion où nous essaierons demettre en relation
type de problème et type de méthode à mettre en place. Nous positionnerons en�n
notre travail vis-à-vis du domaine.

2.2 Notations et concepts

On travaille à partir d'un ensemble d'apprentissage composé den individus noté

 = f ! 1; : : : ;! ng, décris par un ensemble dep variables descriptivesX = f x1; : : : ;xpg
numériques ou catégorielles. A chaque individu est associéune classeci , appartenant
à un ensemble dek classesC = f c1; : : : ;ckg.

L'objectif de l'apprentissage supervisé est de construireun modèle de prédic-
tion associant une classe (ou variable endogène)ci à tout nouvel individu dont on
ne connaît que les descripteurs. Une distribution de probabilités des classes de la
variable endogène est notéeP = ( p1; : : : ;pk), tel que pi � 0 et

P k
i =1 pi = 1. Nous

noteronsI = ( 1
k ; : : : ;1

k ) la distribution uniforme des classes.

Les modèles de prédiction dont il sera principalement question dans ce travail sont
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issus d'arbres de décision. Un arbre de décisionA est un graphe orienté acyclique,
composé d'un ensemble de sommetssi 2 S, les sommets terminaux étant appelés
feuilles. La distribution de fréquences des classes d'un sommet s est notéeF (s).
L'e�ectif d'un somment s est noté n(s), ni (s) étant l'e�ectif de la classe i dans le
sommets.

En�n, une grande partie des travaux sur l'apprentissage surdonnées déséquili-
brées considère des problèmes à deux classes, où l'une, minoritaire, est également la
classe la plus importante (on parle également de classe d'intérêt). Les individus de
la classe minoritaire sont appelés les individus positifs (et la classe positive est notée
c+ ), et ceux de la classe majoritaire sont les individus négatifs (et la classe négative
est notéec� ).

2.3 Apprentissage supervisé et arbres de décision

Cette section a pour objet une rapide présentation des méthodes d'induction
d'arbres de décision. Nous reviendrons plus précisément tout au long de ce travail
sur di�érents aspects évoqués ici. Les algorithmes d'arbres sont des méthodes rela-
tivement simples aboutissant à des structures arborescentes où chaque n÷ud est un
sous-ensemble de la population, et chaque arrête une valeurou un intervalle de l'une
des variables prédictives [ZR00, p.32]. Pour obtenir cet arbre, le principe est de parti-
tionner récursivement l'espace a�n de trouver les meilleurs sous-espaces possibles au
sens d'un critère donné. On distingue trois étapes principales pour l'induction d'un
arbre de décision : la phase d'expansion, la phase d'élagageet la phase d'extraction
du modèle de prédiction sous la forme d'un ensemble de règlesde décision. Pour
illustrer la construction d'un arbre de décision considérons le problème classique du
golf adapté de l'exemple de [Qui86] : 4 variables décrivent des conditions climatiques
de di�érents samedis matin, et la classe indique pour chaquejournée si une partie
de golf a eu lieu ou pas. L'objectif est de prédire si des parties de golf pourront être
jouées, connaissant les conditions.

L'algorithme part de la partition la plus grossière, contenant toutes les données
d'apprentissage, et constituant la racine de l'arbre. Chaque partitionnement possible
sur chaque variable de l'espace est ensuite évalué, et le partitionnement qui maximise
un critère donné est choisi. Ce critère peut être issu de la théorie de l'information
(comme l'entropie), ou des statistiques (comme le� 2). Chaque sous-espace de la par-
tition ainsi obtenue est un n÷ud qui est à son tour fractionné, jusqu'à ce qu'aucune
amélioration du critère ne soit plus possible. La �gure 2.1 est un exemple d'arbre de
décision obtenu à partir des données "golf".

Des critères d'arrêt supplémentaires peuvent être utilisés pour éviter le problème
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Extérieur Vent Température Humidité Golf
ensoleillé non 29 85 non
ensoleillé oui 27 90 non
couvert non 28 78 oui
pluvieux non 21 96 oui
pluvieux non 20 80 oui
pluvieux oui 18 70 non
couvert oui 18 65 oui

ensoleillé non 22 95 non
ensoleillé non 21 70 oui
pluvieux non 24 80 oui
ensoleillé oui 24 70 oui
couvert oui 22 90 oui
couvert non 27 75 oui
pluvieux oui 22 80 non

Tab. 2.1 � Données de l'exemple "golf"

Fig. 2.1 � Exemple d'arbre de décision pour les données "golf"

du sur-apprentissage, qui survient lorsqu'un modèle apprend "par c÷ur" les données
d'apprentissage. En e�et, plus l'arbre est profond et donc le modèle complexe, plus
l'erreur en apprentissage diminue ; mais il existe un point àpartir duquel l'erreur en
généralisation recommence à augmenter. La solution est de donc limiter la profon-
deur de l'arbre pour éviter des règles trop spéci�ques, en �xant une condition d'arrêt
assurant des règles su�samment généralisables. L'autre stratégie est le post-élagage,
qui consiste à supprimer les feuilles trop spéci�ques, et à remonter ainsi jusqu'à ce
l'erreur en généralisation soit satisfaisante.

L'ensemble des feuilles de l'arbre constitue donc une partition de la population.
Les règles de décision sont ensuite extraites de l'arbre, enparcourant les branches
pour obtenir les prémisses et en a�ectant la classe majoritaire de chaque feuille
pour obtenir la conclusion. Les règles issues d'un arbre de décision sont exclusives
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et couvrent l'ensemble de la population. L'arbre de notre exemple produira les cinq
règles suivantes :

� Si (Extérieur = ensoleillé) et (Humidité � 70) alors (Golf = oui)
� Si (Extérieur = ensoleillé) et (Humidité > 70) alors (Golf = non)
� Si (Extérieur = couvert) alors (Golf = oui)
� Si (Extérieur = pluvieux) et (Vent = oui) alors (Golf = non)
� Si (Extérieur = pluvieux) et (Vent = non) alors (Golf = oui)

Il existe di�érentes méthodes permettant d'induire des arbres de décision. Une
des premières est CHAID [Kas80] qui utilise un critère de partitionnement basé sur la
statistique du � 2. L'ouvrage fondateur CART de [BFOS84] propose d'utiliser l'indice
de Gini, et introduit la notion d'élagage. Quinlan proposera ensuite ID3 [Qui86] puis
C4.5 [Qui93], basés sur l'entropie de Shannon, le premier avec le gain d'information,
et le second avec le gain ratio.

Les arbres de décision ont de nombreux avantages qui les classent parmi les
méthodes dedata mining les plus utilisées [WKQ+ 08]. C4.5 en particulier est souvent
cité comme une méthode de référence en apprentissage supervisé. On peut citer les
avantages suivants :

� Les algorithmes d'arbres acceptent les données catégorielles comme les données
numériques.

� Les arbres sont des méthodes exploratoires et non inférencielles ; à ce titre très
peu d'hypothèses sont faites sur les données.

� La structure hiérarchique des arbres permet d'extraire des règles compréhen-
sibles pour l'utilisateur.

� Les arbres permettent de décomposer des problèmes complexes (espaces à
grandes dimensions) en une union de problèmes simples.

� En�n les modèles sont robustes et fonctionnent bien sur de grandes bases de
données, pour des temps de calculs faibles.

[SL91] pointe néanmoins quelques inconvénients. Le problème du sur-apprentissage
est récurent avec les arbres de décision, notamment lorsquele nombre de modali-
tés de la variable endogène est élevé. Globalement il est di�cile de déterminer un
arbre de décision optimal. De plus comme la plupart des méthodes d'apprentissage
supervisé, les algorithmes d'arbres de décision sont perturbés par l'asymétrie des
classes.
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2.4 Problèmes de l'asymétrie en apprentissage su-
pervisé

Di�érentes études [CJK04, Wei04] résument les problématiques et les avancées de
l'apprentissage en situation d'asymétrie. Dans cette section nous allons synthétiser
les di�érents problèmes que peut recouvrir le terme d'asymétrie.

2.4.1 Apprentissage sur données déséquilibrés

Foster Provost rappelle dans l'éditorial de l'atelier sur les jeux de données dés-
équilibrés de la conférence AIII [Pro00] les fondements de la prise en compte du
déséquilibre des classes en apprentissage. La plupart des algorithmes sont basés sur
deux hypothèses : (1) le critère à minimiser est le nombre d'erreurs et (2) le jeu de
données d'apprentissage est un échantillon représentatifde la population sur laquelle
le modèle sera appliqué. Ce sont ces deux hypothèses qui fontque les modèles ne
sont pas satisfaisants quand ils sont construits à partir dedonnées déséquilibrées.
On peut l'illustrer par un exemple simple : si 99% des donnéesappartiennent à une
seule classe, il sera di�cile de faire mieux que le 1% d'erreur obtenu en classant tous
les individus dans cette classe : selon les hypothèses que nous venons de citer c'est
même la meilleure chose à faire. Il convient donc de véri�er dans quelle mesure il est
possible de se passer de ces hypothèses sans remettre en cause les fondements des
algorithmes. Weiss propose de distinguer plus précisémentles di�érents problèmes
des données déséquilibrées, et de l'apprentissage des classes rares. Nous allons les
exposer dans points suivants.

1. Métriques inappropriées : Que ce soit pour guider l'apprentissage, ou pour
en évaluer les résultats, les mesures utilisées au cours du processus d'apprentis-
sage ne sont pas adaptées aux classes déséquilibrées. En remplaçant le critère
à optimiser, par exemple le taux d'erreur, par un critère plus pertinent, on doit
pouvoir adapter simplement les algorithmes. Le rappel et laprécision sont par
exemple plus adéquats.

2. Manque "absolu" de données : Il s'agit du problème principal du déséqui-
libre : les données disponibles ne sont pas su�santes pour dé�nir clairement le
concept. La �gure 2.2 illustre ce principe : dans l'échantillon de la partie gauche
les données disponibles concernant le conceptA ne sont pas su�santes pour
dé�nir ses frontières, estimées par les rectangles en pointillés. Le concept est
beaucoup mieux dé�ni sur l'échantillon de droite, pour lequel plus de données
sont disponibles. Ce problème est à mettre en relation avec celui des "cas rares"
(Small disjuncts) [Wei03] : di�érents sous-concepts d'une classe d'intérêtsont
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représentés par quelques individus dans des régions spéci�ques de l'espace. On
a alors un problème de manque absolu de données, mais uniquement pour une
sous-partie de la classe.

Fig. 2.2 � L'e�et d'un manque "absolu" de données

3. Manque relatif de données : Les objets d'une classe ne sont pas rares au
sens absolu, mais beaucoup moins représentés que ceux des autres classes. Le
problème est donc le ratio classe majoritaire/classe minoritaire plus que le
nombre d'individus disponible pour apprendre le concept dela classe minori-
taire : apprendre sur un jeu de données où la répartition est 5: 95 (manque
absolu) est un problème très di�érent d'un autre où la répartition est 500 : 9500
(manque relatif). On a donc un problème de déséquilibre que Weiss [Wei04]
illustre par la phrase populaire "trouver une aiguille dansune botte de foin".
De nombreuses méthodes peuvent être utilisées pour gérer ceproblème.

4. Fragmentation des données : Ce problème est lié aux algorithmes ayant
une approche "divise et conquiert" (Divide and conquer), comme les arbres
de décision, qui partent de l'espace de tous les individus etle partitionnent
récursivement en sous-espaces de plus en plus petit. Les invariants sont à cher-
cher dans de petites partitions contenant de moins en moins de données. Si
la fragmentation des données est toujours un problème, ellel'est encore plus
dans le cadre de l'apprentissage des cas rares et est à mettreen relation avec
le problème de "manque de données".

5. Marge d'induction inappropriée : Il s'agit de la marge appliquée à la
règle apprise sur les données d'apprentissage pour pouvoirgénéraliser. On peut
considérer la marge de généralité maximum : une fois qu'on a sélectionné un
groupe d'individu comme appartenant à un même concept, on dé�nit ce der-
nier grâce au nombre minimum de conditions qui mènent à ces individus. A
l'inverse la marge de spéci�cité maximum va quant à elle conserver toutes les
règles possibles satisfaites par ces individus. Or la margede généralité maxi-
mum est appropriée aux cas fréquents mais pas aux cas rares. Pourtant de
nombreux systèmes d'induction préfèrent la généralité à laspécialisation, fa-
vorisant la classe la plus présente en cas d'incertitude. Cette question est un
point fondamental de l'apprentissage en situation d'asymétrie.
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6. Données bruitées : Le bruit a plus d'impact sur les classes rares que sur
les classes fréquentes, tout simplement parce que peu d'individus bruités (mal
étiquetés) su�sent pour brouiller le concept à apprendre. Le modèle devient
incapable de distinguer le bruit de cas rares du concept. S'il est rendu plus
spéci�que, il apprendra correctement ces sous-concepts rares, mais également
ceux qui sont réellement du bruit. Mais si ces cas rares sont vraiment impor-
tants, il peut être intéressant de les apprendre néanmoins,quitte à subir des
e�ets indésirables comme une baisse de précision.

2.4.2 Asymétrie des coûts

L'apprentissage sensible aux coûts répond à une problématique un peu di�érente
que l'apprentissage sur données déséquilibrées, mais les deux sont très liés. L'objectif
est de prendre en compte l'asymétrie des classes en termes d'importance, ou de coûts
des erreurs. Ainsi dans notre exemple d'aide au diagnostic médical, si faire une erreur
sur la classe majoritaire (classer comme malade un individusain) est coûteux en
termes d'examens inutiles et de stress pour le patient, faire une erreur sur la classe
minoritaire (ne pas détecter la maladie chez un patient) estbien plus grave : elle
peut entraîner des complications, voir le décès de la personne. Cette asymétrie des
coûts n'est pas prise en compte par les systèmes d'apprentissage basiques. De plus
les coûts ne sont généralement pas précisément connus [ZE01a].

Ce problème est lié à celui du déséquilibre, car bien souventles classes rares
sont les plus importantes, et les erreurs sur ces dernières sont plus coûteuses. Nous
verrons que les problèmes comme les méthodes de l'apprentissage sensible aux coûts
(Cost-sensitive learning) peuvent être adaptées dans le cadre de l'apprentissage sur
données déséquilibrées, comme le préconise par exemple Maloof [Mal03] en observant
que l'échantillonnage, l'ajustement d'une matrice de coûts et le déplacement du seuil
de décision ont des e�ets similaires.

Il existe di�érents types d'asymétries des coûts en apprentissage, que Turney
[Tur02] a regroupé en dix catégories. Le type de coûts le plustraité dans la littérature
concerne les coûts de mauvaises classi�cations, dont nous parlerons plus bas ; mais
des méthodes existent pour tenir compte des coûts de tests (coût d'acquérir la valeur
d'une variable pour un individu [Tan93]), ainsi que du couplage des deux [Tur95,
DHR+ 06].
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2.4.3 Autres problèmes connexes

On peut en�n citer quelques problèmes qui peuvent être mis enparallèle aux
problèmes de l'asymétrie :

� La variabilité intra-classe peut perturber l'apprentissage de la classe minori-
taire si le concept est disséminé en plusieurs sous-espaces[Jap01, ZE01a]. Ce
problème est à mettre en relation avec celui des cas rares.

� Le chevauchement des classes est également problématique[VR03]. La marge
d'induction devra être appropriée.

� La duplication des données peut ampli�er le problème du déséquilibre [KCA03].

Ces problèmes peuvent devenir catastrophiques pour l'apprentissage lorsqu'ils
sont en conjonction avec le déséquilibre. Dans de nombreux cas ils sont même plus
perturbant que le déséquilibre lui-même [VR03, KKP06]. Lesétudes de Japkowicz
essaient de démêler quels problèmes rendent les modèles plus ou moins perturbés
par le déséquilibre des classes [Jap00a, Jap00b, JS02].

2.5 Apprentissage supervisé sensible à l'asymétrie

Di�érentes méthodes ont été proposées pour traiter les problèmes de l'asymétrie
en apprentissage supervisé, que nous pouvons regrouper en deux catégories princi-
pales [KKP06, Wei04] :

1. Au niveau des données , les stratégies d'échantillonnage permettent de re-
dresser les jeux de données déséquilibrés, ou de constituerdes échantillons de
manière dirigée pour encourager les algorithmes d'apprentissage à se diriger
vers un type de modèle spéci�que.

2. Au niveau algorithmique , on retrouve des méthodes qui tiennent intrinsè-
quement compte de l'asymétrie via une matrice de coûts, une distribution de
référence, ou des objectifs spéci�ques spéci�és par l'utilisateur. Des approches
ensemble permettent de rendre n'importe quel type d'algorithme sensible à
l'asymétrie, notamment par des méthodes deboostingou du bagging.

2.5.1 Stratégies d'échantillonnage

Un premier type d'approches pour gérer le déséquilibre des jeux de données est
de les redresser par des méthodes d'échantillonnage. Deux catégories ont été consi-
dérées : le sous-échantillonnage de la classe majoritaire,ou le sur-échantillonnage de
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la classe minoritaire.

2.5.1.1 Sous-échantillonnage

La méthode la plus évidente et la plus simple consiste à supprimer aléatoirement
du jeu d'apprentissage des individus appartenant à la classe majoritaire, de manière
à rééquilibrer le jeu de données. Cette méthode a l'avantaged'être très simple à
mettre en ÷uvre, mais elle risque de supprimer du jeu de données d'apprentissage
des individus importants pour le concept de la classe majoritaire.

Pour éviter les inconvénients de cette première approche, on peut guider l'échan-
tillonnage de la classe majoritaire pour le rendre moins aveugle. Pour cela il est
intéressant de prendre en compte la notion de frontières entre les classes. Consi-
dérons deux individus! 1 et ! 2 appartenant respectivement à la classei et à la
classej , et d(! 1;! 2) la distance entre ces deux individus. La paire(! 1;! 2) est un
lien de Tomek [Tom76] s'il n'existe aucun individu! 3 tel que d(! 3;! 1) < d (! 1;! 2)
ou d(! 3;! 2) < d (! 1;! 2). Si ces deux individus forment un lien de Tomek, c'est que
l'un des deux est du bruit, ou que les deux sont des points frontières. Kubat [KM97]
utilise le lien de Tomek comme méthode de sous-échantillonnage en supprimant les
individus de la classe majoritaire qui forment un lien de Tomek, les individus éloignés
de la frontière étant plus sûrs pour l'apprentissage, et moins sensibles au bruit.

Ces mêmes auteurs proposent une seconde méthode pour sous-échantillonner
les individus de la classe majoritaire proches de la frontière [KHM97]. Il s'agit de
tirer aléatoirement un individu dans la classe majoritaireet tous les individus de
la classe minoritaire pour former un nouvel échantillon
 0. Puis ils classent tous
les individus de
 avec la classe de leur plus proche voisin (1-PPV) dans
 0. Les
individus mal classés sont ensuite déplacés vers
 0. L'objectif est donc également de
ne conserver parmi les exemples de la classe majoritaire uniquement ceux qui sont
éloignés de la frontière de décision, car ils sont considérés comme plus pertinents
pour l'apprentissage (�gures 2.3 et 2.42).

Le choix de supprimer ou de conserver des individus frontière peut être vu
comme un compromis entre la sensibilité du modèle et sa précision. Lors d'un sous-
échantillonnage des individus de la classe majoritaire, choisir ceux qui sont proches
d'individus de la classe minoritaire diminuera le rappel sur cette dernière, mais aug-
mentera la précision. A l'inverse, sélectionner des individus négatifs qui sont éloignés
d'individus positifs élargira la marge autour des individus positifs, et ainsi augmen-
tera le rappel sur cette classe. Sur cette idée [TJP08] proposent la méthode d'échan-
tillonnage Funss (Fitting User Needs Sampling Strategy) e�ectuée à chaque étape

2Figures extraites ou adaptées de [KM97]
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Fig. 2.3 � Échantillon d'apprentissage d'origine

Fig. 2.4 � Échantillon d'apprentissage après le retrait des individus négatifs redon-
dants ou trop proches d'individus positifs

de la construction d'une forêt aléatoire [Bre01]. L'utilisateur �xe un taux rappel r
sur la classe minoritaire, en deçà duquel il ne souhaite pas aller. Funss essaiera de
chercher la meilleure précision possible pour ce rappel : à chaque tiragebagging, les
individus négatifs sont sélectionnés en fonction de leur distance avec un individu
positif. Le rappel est estimé avec les individusout-of-bag : s'il est inférieur à r , le
prochain tirage privilégiera les individus éloignés pour augmenter le rappel ; sinon,
on sélectionnera des individus plus proches pour augmenterla précision. En�n, une
mesure de distance basée sur les rangs est utilisée pour pallier les inconvénients de la
distance euclidienne : manque de robustesse et perte de pouvoir discriminant dans
les espaces à grande dimension. Cette approche permet donc d'obtenir un modèle
ayant la meilleure précision possible pour un rappel donné.

En�n on peut citer l'étude de [ZM03] qui expérimente la méthode des k-PPV
après avoir appliqué cinq approches de sous-échantillonnage. En plus du l'approche
aléatoire, et de la conservation des individus les plus éloignés d'individus positifs, ces
auteurs proposent au contraire trois méthodes de sélectiondes individus frontière :
la première conserve les individus négatifs ayant la distance moyenne aux trois plus
proche individus positifs la plus faible. Inversement la seconde méthode conserve les
individus négatifs ayant la distance moyenne aux trois pluséloignés individus positifs
la plus élevée. En�n la troisième conserve lesk plus proches individus négatifs,
assurant ainsi que chaque individu positif soit entouré de négatifs. C'est �nalement
l'approche simplement aléatoire qui domine, sur leurs données issues du domaine
des protéines.
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Les méthodes de sous-échantillonnage guidé sélectionnentdonc des individus
négatifs en fonction de leur distance ou de leur voisinage avec des individus négatifs.
Le choix peut dépendre du problème considéré ou des attentesenvers le modèle.
Néanmoins les méthodes choisissant les individus négatifséloignés des individus
positifs semblent plus à même d'améliorer les performancesglobales des modèles.

2.5.1.2 Sur-échantillonnage

A l'inverse du sous-échantillonnage, un moyen pour rééquilibrer les jeux de don-
nées est l'augmentation du nombre d'individus appartenantà la classe minoritaire.
La première solution est de répliquer aléatoirement des individus. Le risque de cette
approche simpliste est de ralentir les algorithmes en ajoutant des individus, tout en
fournissant des modèles incapables de généraliser (risquede sur-apprentissage) : une
règle ayant un bon support dans le jeu d'apprentissage peut en fait porter sur un
seul individu. Pour éviter ces inconvénients, la méthodeSmote (Synthetic Minority
Oversampling Technique) [CBHK02] permet de générer des individus arti�ciels dans
la classe minoritaire. Pour chaque individu de la classe minoritaire, sesk plus proches
voisins appartenant à la même classe sont calculés, puis un certain nombre d'entre
eux (selon le taux de sur-échantillonnage voulu) sont sélectionnés. Des individus ar-
ti�ciels sont ensuite disséminés aléatoirement le long de la ligne entre l'individu de la
classe minoritaire et ses voisins sélectionnés. Ainsi le problème du sur-apprentissage
est évité et la frontière de la classe minoritaire tend à se rapprocher de l'espace de
la classe majoritaire.

Une méthode de sur-échantillonnage guidée [NJM01] a également été proposée
pour traiter le problème du déséquilibre intra-classe, c'est à dire lorsque les individus
d'une classe sont regroupés dans des sous-parties de l'espace (c'est le problème des
cas rares) : dans chaque classe les sous-regroupements sousdétectés par une méthode
de classi�cation non supervisée, puis ils sont sur-échantillonnés indépendamment
pour que chacun, quelque soit sa classe, ait le même nombre d'individus.

Fig. 2.5 � Illustration du principe de Smote
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2.5.2 Stratégies algorithmiques

2.5.2.1 Introduction de biais

Les méthodes d'échantillonnage permettent essentiellement de traiter le problème
des jeux de données déséquilibrés. Une autre approche pour tenir compte de l'asymé-
trie est d'introduire un biais dans les algorithmes d'apprentissage. Barendela et al.
[BSGR03] proposent d'utiliser une mesure de distance pondérée dans l'algorithme
des k plus proches voisins (kPPV). L'objectif de cette distance est de compenser
le déséquilibre du jeu de données sans altérer la distribution des classes : des poids
sont assignés non aux individus prototypes mais aux classes. Ainsi les distances aux
prototypes de la classe minoritaire deviennent plus faibles qu'à ceux de la classe
majoritaire.

Une autre approche consiste à biaiser les SVM de manière à ce que l'hyperplan
appris soit plus éloigné de la classe positive. Ceci peut être obtenu de di�érentes
manières : en modi�ant la fonction noyau [WC03], ou en utilisant di�érentes pénalités
pour chaque classe, rendant ainsi les erreurs sur la classe positive plus coûteuse que
celles sur la classe négative [VCC99].

2.5.2.2 Modi�cation des seuils de décision

Certains algorithmes fournissent une probabilité pour chaque individu d'appar-
tenir à telle ou telle classe. La décision est donc prise en �xant un seuil sur cette
probabilité (généralement 50%). C'est le cas du bayésien naïf, ou de certains réseaux
de neurones. Il est donc possible de tenir compte du déséquilibre des données en dimi-
nuant ce seuil pour la classe minoritaire (et à l'inverse d'augmenter ce seuil pour les
individus de la classe majoritaire), ce qui améliorerait mécaniquement la sensibilité
du modèle sur la classe minoritaire, le risque étant de dégrader la précision.

Les algorithmes d'arbres de décision suivent également ce principe : une fois
l'arbre construit, une décision est prise pour chaque feuille en fonction de la proba-
bilité d'appartenance à chaque classe d'un individu classédans cette feuille. Nous
étudierons plus précisément ce cas en chapitre 4.

2.5.2.3 Apprentissage centré sur une classe

L'apprentissage centré d'une seule classe (One class learning) est une solution
intéressante, face aux méthodes discriminantes comme les réseaux de neurones ou les
arbres de décision [Jap01]. Dans cette catégorie entrent des algorithmes de recherche
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supervisée de règles d'association, comme CBA [LHM98]. On peut également citer
Ripper [Coh95], système d'induction qui construit des règles itérativement pour
couvrir les individus qui n'ont pas été couverts auparavant. Des règles sont générées
de la manière habituelle, mais de la classe la plus rare à la plus fréquente. De part
son architecture il lui est ainsi simple d'apprendre des règles uniquement sur la règle
minoritaire. Raskutti et Kowalczyk [RK04] montrent que l'apprentissage d'une seule
classe est particulièrement approprié lorsque les donnéessont très déséquilibrées, et
que l'espace est hautement dimensionnel, ou bruité.

Un autre algorithme supervisé d'extraction de règles est proposé par Arunasalam
et Chawla [AC06], basé sur une mesure CSS (Complement Class Support), plutôt que
sur les traditionnels critères de support et de con�ance, particulièrement inadaptés
aux données déséquilibrées. Considérons l'exemple du tableau 2.2 : la règleA ! C1

a un support de 20% et une con�ance de 80%, ce qui la rend acceptable dans le cadre
de l'extraction classique de règles. Pourtant si on calculela corrélation entreA et C1

comme proposé par [BMS97]P(A[ C1)=P(A)� P(C1) = 0 ;2=(0;25� 0;90) = 0;89. Or
cette valeur inférieure à 1 indique une corrélation négative entreA et C1. Arunasalam
et Chawla préfèrent calculer la "force" d'une règle avec la mesure CSS, qui est
d'autant plus petite que la règle est forte. Il s'agit en faitdu support de la règle sur
la classe complémentaire :

CCS(A ! C) =
card(A [ �C)

card( �C)

Un seuil d'acceptation des règles est ensuite �xé à1� P( �C). Dans notre exemple
on a CSS(A ! C1) = 5 =10 = 0;5, et 1 � P( �C1) = 0 ;9. La règle est donc rejetée.

C1
�C1 Total

A 20 5 25
�A 70 5 75
Total 90 10 100

Tab. 2.2 � Exemple d'une règle d'association

En�n Kubat propose l'algorithme Shrink , qui recherche la meilleure région po-
sitive dans l'espace [KHM97].Shrink considère qu'il n'existe qu'une seule région
positive, ce que l'auteur justi�e en remarquant que si la classe est rare, c'est qu'il
ne s'agit probablement que d'un seul concept.Shrink recherche doncla région de
l'espace où les individus positifs sont le plus concentrés,qu'ils soient majoritaires
dans cette zone ou non. Les frontières de cette zone sont déterminées en fonction
de la moyenne géométrique des erreurs sur les individus positifs et négatifs. Chaque
règle permettant de délimiter l'espace sur une variable a également un poids calculé
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C =

2

6
4

C(1;1) : : : C(1;k)
... C(i;j )

...
C(k;1) : : : C(k;k)

3

7
5

Tab. 2.3 � Matrice ce coûts

en fonction de cette moyenne géométrique, qui détermine l'in�uence de l'attribut
lors de la prédiction.

2.5.2.4 Apprentissage sensible aux coûts

Le principe de cette catégorie d'algorithmes est de �xer descoûts �xes et inégaux
sur les di�érents types d'erreurs de mauvaise classi�cation. On représente généra-
lement ces coûts par une matrice carréeC de taille k � k, où C(i;j ) représente le
coût de classer un individu de la classei vers la classej (tableau 2.3). La diagonale
principale est généralement nulle : une bonne classi�cation a un coût nul. On dé�nit
alors le risque coût de choisir la classei :

Coût =
kX

i =1

C(i;j ) � P(cj ) (2.1)

Les approches sensibles aux coûts cherchent à générer des modèles qui minimisent
ce risque, en choisissant la classej ayant le risque minimum, au lieu de minimiser le
nombre d'erreurs.

Une approche plus générale basée sur le re-étiquetage des individus est MetaCost
proposée par Domingos [Dom99]. MetaCost permet de rendre n'importe quel algo-
rithme sensible aux coûts. L'idée est que même un apprentissage qui étiquetterait
parfaitement tout les individus du jeu de données d'apprentissage ne n'a pas néces-
sairement un coût minimal. Domingos propose donc d'estimerpour chaque individu
sa classe optimale,i.e. celle qui minimise au �nal le coût. Pour cela, un ensemble de
modèles est généré sur di�érents échantillonsboostrap. Puis par vote, on estime pour
chaque individu sa probabilité d'appartenance à chaque classe. Ensuite à chaque in-
dividu est a�ectée la classeci qui minimise le coût (équation 2.1). Le modèle �nal
est alors construit sur ce jeu de données ré-étiqueté.
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2.5.2.5 Arbres de décision

Di�érentes méthodes ont tenté de rendre les arbres de décision sensibles à l'asy-
métrie, et plus particulièrement aux coûts. Ces approches interviennent généralement
sur trois points : (1) durant la construction de l'arbre en in�uençant le partitionne-
ment ; (2) durant la phase d'élagage ; et (3) durant l'a�ectation d'une classe à chaque
feuille. Les chapitres suivants étant consacrés aux critères de partitionnement des
arbres de décision puis aux règles d'a�ectation, rappelonssimplement ici que le cri-
tère de partitionnement comme la règle d'a�ectation peuvent être remplacés par une
fonction de coûts. Quant à l'élagage des arbres, il peut êtreguidé par une matrice
de coût [BKK+ 98, CRPC01, CDC05], ou par les courbes ROC [BL95, ECHR02] ;
même si une étude montre que sur les problèmes de manque de données l'élagage ne
fait que dégrader les performances du modèle [Wei03].

2.5.3 Approches ensemble

2.5.3.1 Approches ensemble basées sur l'échantillonnage

Les méthodes d'échantillonnage présentées plus haut ont chacune des avantages
et des inconvénients. De plus les méthodes de sous-échantillonnage suppriment des
individus de la classe majoritaire, ce qui est une perte d'information. Il parait donc
censé de réaliser plusieurs échantillonnages di�érents, puis d'agréger les résultats des
modèles obtenus sur chaque échantillon.

Estabrooks et Japkowicz [EJ01] utilisent une agrégation demodèles basés sur
des jeux de données sous-échantillonnés et sur-échantillonnés, à di�érents taux. Ils
en concluent qu'il est di�cile de déterminer quelle est la meilleur méthode entre sur-
et sous-échantillonnage, ainsi que le meilleur taux.

Pour équilibrer les données tout en évitant de se priver de données importantes
Chan et Stolfo [CS98], après avoir mené des tests pour trouver la meilleure distribu-
tion, génèrent di�érents jeux de données suivant cette distribution, chacun incluant
tous les individus de la classe minoritaire et un sous-ensemble de la classe majori-
taire, et garantissant que chaque individu de la classe majoritaire soit présent dans
au moins un échantillon. Puis ils utilisent un méta-modèle pour agréger les modèles
construits sur chaque échantillon, chaque méta-modèle étant composé de modèles
de même type. (La même approche a été utilisée avec les SVM [YLJH03], qui s'est
montrée plus performante qu'un simple sur- ou sous-échantillonnage). Ces méthodes
demandent de connaître la "bonne" distribution à utiliser,et la déterminer par des
tests préliminaires augmente les temps d'exécution ; une alternative consiste aug-
menter de manière itérative la taille de l'échantillon, en ajoutant des exemples de
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la classe majoritaire à chaque itération, en fonction des résultats de la précédente
[WP03].

2.5.3.2 Boosting

Le boostingest un algorithme itératif qui consiste à a�ecter des poids di�érents
aux individus du jeu d'apprentissage. Après chaque itération le poids sur les indi-
vidus mal classés augmente et celui sur les individus classés correctement diminue.
Les erreurs étant souvent concentrées sur les classes rares, on peut penser que le
boostingpermette d'améliorer l'apprentissage sur les jeux de données déséquilibrés
en augmentant le poids des individus appartenant à la classeminoritaire. Di�érentes
variantes du boostingont été proposées pour l'adapter spéci�quement au problème
de déséquilibre. AdaCost [FSZC99] assigne des poids plus élevés pour les erreurs
sur la classe minoritaire. Avec RareBoost [JKA01], si le nombre de vrais positifs
est supérieur au nombre de faux positifs le poids des individus bien classés dimi-
nue, et si le nombre de vrais négatifs et supérieur à celui desfaux négatifs le poids
des individus mal classés augmente. Constatant que leboosting risque de sou�rir
de sur-apprentissage en surpondérant les individus de la classe minoritaire, Chawla
propose l'algorithme SMOTEBoost [CLHB03] qui ajoute des individus arti�ciels par
la méthode Smote au lieu de simplement augmenter le poids des individus de la
classe minoritaire.

2.5.3.3 Forêts aléatoires

Une extension très intéressante des arbres de décision à étéproposée par Brei-
man avec les forêts aléatoires [Bre01, Bre02], qui sont unbaggingd'arbres de décision
aléatoires (chaque arbre est construit sur un sous-ensemble des variables, tirées aléa-
toirement). Chen et al. ont proposé deux méthodes pour utiliser les forêts aléatoires
sur les jeux de données déséquilibrés [CLB04]. La première,Balanced Random Forest
(BRF), consiste à e�ectuer unbootstrapsur la classe minoritaire, puis à tirer le même
nombre d'individus dans la classe majoritaire (avec remise). Ainsi l'échantillon de
chaque arbre est équilibré. Leur deuxième approche est intitulée Weighted Random
Forest (WBF) et consiste simplement à construire des arbres sensibles aux coûts
(au niveau du critère de partitionnement avec une pondération de l'indice de Gini,
et de l'a�ectation en modi�ant le seuil). Ces deux approchespermettent d'obtenir
de bons résultats sans complexité supplémentaire par rapport à des forêts aléatoires
classiques.
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2.5.4 Quelle méthode pour quel type de problème ?

Nous avons donc présenté un ensemble de problèmes en apprentissage supervisé
que nous regroupons sous le terme d'asymétrie, ainsi que plusieurs méthodes permet-
tant de prendre ces problèmes en compte. Dans un article trèscomplet sur le sujet,
Gary Weiss [Wei04] propose de récapituler les di�érents problèmes de l'asymétrie,
en associant à chacun les méthodes adaptées. Ses conclusions sont les suivantes : le
problème de la rareté absolue doit être résolu par du sur-échantillonnage, tandis que
la rareté relative peut être abordée avec l'ensemble des méthodes que nous avons pré-
senté. Le problème des métriques inadaptées doit être régléen les remplaçant par des
mesures sensibles aux coûts. Le problème des données bruitées peut être considéré
sous l'angle de la marge d'induction à adapter, ou par des méthodes d'échantillon-
nage avancées. En�n la fragmentation des données peut être gérée par des méthodes
d'apprentissage ciblées sur une classe, ou par des techniques d'échantillonnage.

Des études ont été menées pour déterminer quelles sont les méthodes les plus
adaptées selon les caractéristiques du problème. Concernant l'échantillonnage, Hulse
[HKN07] préconise le sous-échantillonnage tant que le déséquilibre n'est pas trop fort
(jusqu'à environ 10%), préférant le sur-échantillonnage lorsqu'il est au-delà (conclu-
sion partagée par [BSGR03]). Japkowicz [Jap00b] con�rme également Hulse lorsqu'il
préconise les méthodes d'échantillonnage aléatoires simples, ne constatant pas d'amé-
liorations signi�catives avec les méthodes plus �nes mais plus couteuses. Ce même
auteur remarque par ailleurs que lorsque les classes sont facilement séparables, le
déséquilibre a�ecte peu les modèles [Jap00a, VR05]. De plusun important résultat
de Weiss et Provost montre que l'équilibre des classes n'estpas forcement la dis-
tribution qui permet d'avoir systématiquement les meilleurs résultats [WP03] ; la
question que se posent à présent de nombreux auteurs est"quelle est la meilleure
distribution ?" [VR05]. En�n concernant les arbres de décision, Elkan [Elk01] préfère
modi�er uniquement le seuil de décision plutôt que modi�er la composition du jeu
de données.

Weiss propose une étude comparative entre approches sensibles aux coûts, sur-
échantillonnage et sous-échantillonnage [WMZ07]. Constatant qu'aucune méthode
ne domine les autres systématiquement, il évalue ces di�érentes approches en fonc-
tion des caractéristiques du problème. Il conclue que sur les grands jeux de données
(plus de 10 000 individus), l'apprentissage sensible aux coûts fournit de meilleurs
résultats que l'échantillonnage. Sur les petits jeux de données par contre, c'est le
sur-échantillonnage qui l'emporte. En�n d'une manière générale, les auteurs notent
qu'on ne peut pas départager le sur-échantillonnage du sous-échantillonnage : les
résultats varient beaucoup d'un jeu de données à l'autre.
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2.5.5 Évaluation des modèles

Comme nous le rappelions en section 2.4.1 en citant le problème des métriques
inappropriées, les méthodes d'évaluation doivent également être adaptées à l'asymé-
trie. Le taux d'erreur n'est pas pertinent pour évaluer la qualité d'un modèle sur
des données très déséquilibrées, ou en présence de coûts très asymétriques. Nous
présenterons au chapitre 5 les méthodes qui ont été proposées pour l'évaluation des
modèles en situation d'asymétrie.

2.6 Discussion

2.6.1 Synthèse

Nous avons donc résumé les di�érents problèmes que nous regroupons sous le
terme d'asymétrie, qui sont principalement le déséquilibre des classes et l'asymétrie
du coût des erreurs. Puis nous avons exposé les méthodes permettant de traiter ces
problèmes, également regroupées en deux catégories : les techniques d'échantillon-
nage, et les algorithmes sensibles à l'asymétrie. En�n nousavons évoqué quelques
études récentes qui comparent ces approches, en essayant dedégager la méthode la
plus adaptée selon le type de problème. Il apparait que la méthode optimale dé-
pend d'une part du jeu de données considéré, et d'autre part de l'objectif attendu
des modèles. En e�et, l'apprentissage sur données déséquilibrées revient souvent à
e�ectuer un arbitrage entre la sensibilité du modèle qui estsa capacité à détecter
les individus de la classe minoritaire, et sa précision qui correspond à la proportion
d'individus réellement positifs parmi ceux classés comme positifs par le modèle.

2.6.2 Positionnement

La problématique industrielle qui est à l'origine de ce travail est en plein dans le
domaine de l'asymétrie dont nous venons d'essayer de donnerune vue d'ensemble.
En e�et, les données issues de la fouille d'images mammographiques dont nous dis-
posons répondent à plusieurs caractéristiques : un très fort déséquilibre entre zones
cancéreuses et zones ne correspondant à aucune lésion ; une forte asymétrie du coût
des erreurs, les conséquences d'une erreur étant lourde en termes économique et hu-
main ; et une variabilité intra-classe élevée, les di�érents types de lésions pouvant
être regroupés en sous-concepts.

Comme nous l'avons montré dans l'introduction de ce mémoire, les arbres de
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décision font partie des algorithmes dedata mining les plus utilisés car ils cumulent
plusieurs avantages. Or même s'il existe des méthodes permettant de rendre les
arbres de décision sensibles aux coûts, deux aspect importants des arbres de décision,
le critère de partitionnement et l'a�ectation des classes,n'ont pas été envisagés
systématiquement, ni conjointement, dans le cadre spéci�que de l'asymétrie. Nous
proposons donc les orientations suivantes à notre travail :

1. La mise en exergue des problèmes de l'asymétrie dans le cadre des arbres de
décision ;

2. La proposition de solutions permettant d'améliorer l'induction d'arbres de dé-
cision, en tenant compte de l'asymétrie lors du critère de partitionnement d'une
part, et de l'a�ectation des classes d'autre part.

3. Une ré�exion sur l'évaluation des modèles en situation d'asymétrie, et une
évaluation de l'impact des méthodes que nous proposerons sur di�érents jeux
de données.
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Critère de partitionnement

3.1 Introduction

3.1.1 Rôle du critère de partitionnement

Dans l'algorithme d'induction d'arbre de décision, la phase de partitionnement
est cruciale. Durant cette étape, les di�érents partitionnements possibles d'un n÷ud
sont évalués à l'aide d'un critère de partitionnement1. Ce critère est une valeur
réelle exprimant l'apport de l'éclatement d'un n÷ud en une partition donnée. Il
existe de nombreux critères et mesures pour évaluer la qualité d'un partitionnement,
que l'on peut regrouper en deux catégories principales : lescritères basés sur une
mesure d'information d'une part, et les critères basés sur une mesure de distance,
de corrélation ou d'implication entre deux partitions.

Il nous semble cohérent que l'incertitude d'une distribution discrète soit minimale
lorsqu'une seule classe est représentée, ce qui est le cas avec les mesures d'entropie.
Mais nous considérons également que cette incertitude est maximale lorsque la dis-
tribution est égale à la distribution d'origine des données, c'est à dire la distribution
dans population ; or ceci n'est pas le cas avec l'entropie. L'objectif de ce chapitre
est donc de passer en revue les critères usuels pour observerleur comportement
lorsque les classes sont déséquilibrées, puis de considérer l'intuition que nous venons
de présenter pour proposer un critère adapté au cas de l'asymétrie des classes.

1Le terme anglaissplitting criterion a de nombreuses traductions dans la littérature francophone.
On parle de critère d'éclatement, de critère de segmentation, de fonction du degré de mélange, ou
encore de mesure d'évaluation d'un partitionnement. Leo Breiman parle également de"Goodness
of split" measure.
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3.1.2 Organisation du chapitre

Dans la section suivante nous proposons une présentation synthétique des di�é-
rents critères de partitionnement existants. Nous essaierons de dé�nir l'entropie à
travers les di�érentes axiomatiques et mesures qui ont été proposées.

La section 3.3 aborde le problème de l'asymétrie lors de la phase de partitionne-
ment dans les algorithmes d'induction d'arbres de décision, et présente les travaux
qui ont été proposés pour tenir compte de ce problème.

La section 3.4 expose notre contribution en deux points :

1. Une axiomatique pour dé�nir les critères de partitionnement, tenant compte
de l'asymétrie ;

2. Une nouvelle mesure d'entropie asymétrique, issue de cette axiomatique.

Avant de conclure, nous proposons section 3.5 une discussion sur les propriétés
des mesures d'entropie.

3.2 Critères de partitionnement standard

On distingue deux approches pour évaluer un partitionnement. La première est
d'évaluer la qualité de chaque distribution de la partition, puis d'en calculer la
moyenne pondérée par l'e�ectif de chaque n÷ud. La partitionchoisie sera celle qui
maximise le gain par rapport à la partition parent. La deuxième approche est de
calculer une distance entre le n÷ud parent et la partition �lle.

3.2.1 Mesures d'information

La manière la plus simple et la plus intuitive d'évaluer l'information d'une dis-
tribution est de considérer le taux d'erreur [BFOS84, p.98]. Le taux d'erreur est
donné par la somme de la proportion des classes non majoritaires. Un critère de
partitionnement simple est donc :

H (P) = min
i

(1 � pi ) (3.1)

représenté �gure 3.1 pour le cas à deux classes. Cependant ila été montré qu'une
décroissance linéaire n'est pas souhaitable ; il est préférable que l'incertitude décroisse
plus rapidement quep1 [BFOS84, p.99]. Breiman propose donc d'utiliser l'indice de
Gini pour évaluer l'information d'une distribution. Cet indice, également appelé
entropie quadratique fait partie des mesures d'entropie. Nous allons présenter cette
famille de mesures.
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Fig. 3.1 � Taux d'erreur

3.2.1.1 Dé�nitions et propriétés de l'entropie

L'entropie est un concept qui a des sens multiples dans de nombreux domaines
d'application. On retient généralement qu'il a été introduit en thermodynamique
par Rudolf Clausius en 1865. En théorie de l'information, l'entropie comme mesure
d'incertitude a été introduite par Ralph Hartley en 1928 [Har28], mais réellement
promue et développée par Claude Shannon et Waren Weaver [Sha48, SW49] dans
les années 1940. Thomas Cover et Joy Thomas [CT91, p.12] proposent dans l'intro-
duction de leur ouvrageElements of Information Theoryune dé�nition de l'entropie
dans le cadre de la théorie de l'information : "l'entropie est une mesure d'incertitude
d'une variable aléatoire". L'entropie parait donc tout à fait adaptée à l'évaluation
de la qualité d'un partitionnement : on cherche à réduire l'incertitude pour pouvoir
induire de meilleurs modèles prédictifs.

Shannon et Weaver ont proposé une mesure d'information qui est l'entropie gé-
nérale d'une distribution �nie de probabilité : l'entropie de Shannon. Cette mesure
s'appuie sur une axiomatique fondatrice. De nombreuses axiomatiques ont ensuite
été proposées pour dé�nir l'entropie par un ensemble de propriétés [AD75, Gra90,
Weh96, ZR00, SJ02, SJ03, Abe04, RS05, Sim07]. Cependant, les propriétés princi-
pales sont communes, et les di�érences résident dans l'ajout de propriétés faculta-
tives, ou des di�érences d'écritures.

Nous proposons une axiomatique synthétique, en présentantles propriétés de
base de l'entropie, puis celles qui ont été ajoutées par la suite dans le cadre de
l'apprentissage supervisé.
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Dé�nition 3.2.1. Une mesure d'entropie satisfait les propriétés suivantes :

1. Une distribution pure a une entropie nulle : si une seule classe est représentée,
l'impureté est nulle. On a donc une première condition deminimalité .
Propriété 3.2.1. Minimalité L'entropie d'une distribution est nulle si cette
distribution est pure

H (0; : : : ;0;1;0; : : : ;0) = 0

2. A l'inverse, une distribution mélangée est "impure" : unesituation pour la-
quelle les individus sont toutes classes confondues est porteuse d'incertitude.
La valeur de l'entropie, lorsque plusieurs classes sont représentées, doit donc
être élevée ; et lorsque toutes les classes sont également représentées, elle doit
être maximale. C'est la condition demaximalité .
Propriété 3.2.2. Maximalité L'entropie d'une distribution est maximale
lorsque toutes les classes sont représentées dans les mêmesproportions, soit
quand

P = (
1
k

; : : : ;
1
k

)

3. L'entropie étant maximale lorsque toutes les classes sont également représen-
tées, il n'y a pas de raison de constater une di�érence d'entropie lorsqu'on
permute la proportion de deux classes dans la distribution.On a donc une
propriété desymétrie .
Propriété 3.2.3. Symétrie L'entropie est invariante à toute permutation
entre pi et pj 2 P.

H (p1; : : : ;pi ;pj ; : : : ;pk) = H (p1; : : : ;pj ;pi ; : : : ;pk)

4. Une propriété deconcavité est généralement requise : la décroissance de l'en-
tropie quand on se dirige vers la pureté doit être croissante.
Propriété 3.2.4. Concavité stricte L'entropie est strictement concave sur
son domaine de dé�nition[0; 1]k .

@2H (P)
@p2

< 0; 8p 2 P

Cette dé�nition a été proposée dans le cadre de la théorie de l'information et non
de l'apprentissage. Les propriétés suivantes ont été proposées par [ZR00, pp.65�68],
pour des mesures d'entropie dans le cadre de l'apprentissage supervisé par graphe
d'induction.
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1. La propriété deminimalité de l'entropie peut être discutée : en e�et, l'esti-
mation des probabilités devient peu �able quand l'e�ectif est faible. L'entropie
sera donc nulle si le n÷ud est pur et que la taille de l'échantillon est très grande
(on parle également sensibilité à la taille de l'échantillon).
Propriété 3.2.5. Minimalité L'entropie d'une distribution est nulle si elle
est pure et que l'e�ectif est grand

lim
n!1

H (0; : : : ;1; : : : ;0) = 0

2. Pour deux n÷uds présentant la même distribution, on préférera celui ayant le
plus grand e�ectif, car on s'attend alors à un modèle plus robuste. On souhaite
donc ajouter une propriété deconsistance
Propriété 3.2.6. Consistance Soient deux sommetst1 et t2 de même distri-
butions de fréquencesF (t1) = F (t2), mais d'e�ectifs di�érents n(t1) > n (t2),
alors

H (t1) < H (t2)

3. Une extension des arbres de décision existe sous la forme de graphes d'induc-
tion : on autorise également la fusion de n÷uds. Si deux n÷udssont similaires
et qu'on les fusionne, la valeur du critère devrait diminuer: c'est une propriété
de fusion .
Propriété 3.2.7. Fusion Soient deux sommetst i et t j de même distributions
de fréquencesF (t i ) = F (t j ), mais d'e�ectifs di�érents n(t i ) 6= n(t j ), alors

H (t1; : : : ;ti ;t j ; : : : ;tl ) < H (t1; : : : ;ti + t j ; : : : ;tl )

3.2.1.2 Mesures d'entropie

Un des premiers critères proposé dans ce cadre est l'indice de Gini [Gin21], éga-
lement appelé entropie quadratique. Ce critère est utilisépar l'algorithme fondateur
CART de Leo Breiman [BFOS84, p.103].

H (P) =
kX

i =1

pi (1 � pi ) = 1 �
kX

i =1

p2
i (3.2)

Quinlan propose en 1986 [Qui86] avec ID3 l'utilisation de l'entropie de Shannon
comme critère d'évaluation de la quantité d'information dans une distribution. Ce
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critère est également utilisé dans les algorithmes ayant suivis ID3, comme C4.5
[Qui93] et ses améliorations.

H (P) =
kX

i =1

� pi log2(pi ) (3.3)

L'entropie de Shannon et l'indice de Gini sont les deux mesures d'information les
plus utilisées dans les arbres de décision. Elles sont deux cas particuliers de l'entropie
généralisée d'ordre� [Dar70].

H (P) =
kX

i =1

2� � 1

2� � 1 � 1
� (1 � p� � 1

i ) � pi (3.4)

Avec � > 0 et � 6= 1. Cette entropie s'écrit également :

H (P) =
2� � 1

2� � 1 � 1

 

1 �
kX

i =1

p�
i

!

(3.5)

Quand � = 2, cette entropie se confond avec l'indice de Gini. Quand� = 1 cet
indice n'est pas dé�ni, mais quand� ! 1 on obtient l'entropie de Shannon. L'en-
tropie généralisée a été utilisée pour construire des arbres de décision, notamment
par [RLP99] et [SJ03]. Le paramètre� in�uence la forme de l'entropie en la rendant
plus ou moins concave (�gure 3.2).

Fig. 3.2 � Entropie généralisée d'ordre�

D'autres mesures d'information ont été dé�nies, comme l'entropie de Renyi (équa-
tion 3.6), l'indice de Simson (équation 3.7), ou les entropies de Kapur (équation 3.8)
et de Burg (équation 3.9) exposées par [Arn04].
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H (P) =
1

1 � �
log2

 
kX

i =1

p�
i

!

(3.6)

H (P) =
kX

i =1

p2
i (3.7)

H (P) =
1

� � �
ln

P k
i =1 p�

iP k
i =1 p�

i

(3.8)

H (P) =
kX

i =1

ln(pi ) (3.9)

Fig. 3.3 � Mesures d'information standard

3.2.1.3 Mesurer la réduction de l'impureté

Les mesures que nous venons de présenter permettent d'évaluer l'information
contenue dans une distribution de probabilités discrète. Le critère de partitionnement
sera construit en calculant le gain d'information entre un n÷ud parent et la partition
candidate. Considérons un n÷ud parentr éclaté en une partition del n÷uds T =
[t1; : : : ;tl ]. L'incertitude d'une partition est la moyenne des incertitudes de chaque
n÷ud pondérée par les e�ectifs des n÷uds :

H (T) =
1

n(r )

lX

i =1

(n(t i )H (t i ))

Comment dès lors comparer cette valeur à l'incertitude du n÷ud parent ? La méthode
la plus évidente est de calculer la di�érence : c'est le gain d'information proposé par
Breiman dans CART.

Gain = H (r ) � H (T)
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La plupart des algorithmes d'arbres de décision emploient le gain d'information,
quelle que soit la mesure d'information employée. Cependant d'autres approches
sont envisagées.

Constatant que l'indice de Gini n'est pas e�cace lorsque le nombre de classes est
élevé, Breiman [BFOS84, p.104] propose dans CART la règletwoing qui fonctionne
pour les arbres binaires, oùl = 2 et la partition T se divise en deux n÷uds,tG et
tD .

twoing = p(tG)p(tD )

 
kX

i =1

jpi (tG) � pi (tD )j

! 2

Pour éviter que l'entropie de Shannon soit trop favorable aux partitionnements gé-
nérant un grand nombre de n÷uds (l'exemple classique est le partitionnement sur
l'identi�ant des individus qui génère autant de feuilles que d'individus, chacune étant
pure. Cette partition a donc une incertitude égale à 0), Quinlan propose dans C4.5
d'utiliser le gain ratio :

Gain ratio =
Gain

�
P l

i =1 p(t i ) log2(p(t i ))

Ainsi, les partitionnements présentant un grand nombre de n÷uds sont pénalisés, et
d'autant plus que les individus sont également répartis dans chacun de ces n÷uds.

Màntaras [M�91] pointe le fait que le gain ratio peut ne pas être dé�ni (le dénomi-
nateur peut être nul), et risque de privilégier des partitionnements qui minimisent le
dénominateur, à la défaveur de ceux qui maximisent le gain d'information. Pour pal-
lier ces inconvénients il propose une distance entre le n÷udparent r et la partition
t :

d(r;t ) =
Gain

P l
i =1

P k
j =1 � n j (t i )

n � log2
n j (t i )

n

3.2.1.4 Mesures d'information conjointe

Les mesures de divergences sont des mesures d'information conjointe de deux
distributions de probabilités discrètesP et Q. Elles ont été introduites par Kullback
en 1951 [KL51], et Taneja2 [Tan01] les a particulièrement étudiées. Dans le cadre
de l'induction d'arbres de décision elles sont une alternative au calcul du gain d'in-
formation : au lieu de comparer l'information de deux partitions on considère leur
information conjointe. Renyi propose une mesure d'information d'ordre r entre deux

2Taneja. I.J. (2001), Generalized Information Measures andTheir Applications, on-line book :
www.mtm.ufsc.br/ taneja/book/book.html
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distributions P et Q [Rén66, HN98] :

D(P;Q) =
1

r � 1
ln

 
kX

i =1

pr
i q

1� r
i

!

Cette mesure est généralisée par Sharma et Mittal [SD77, HN98], avec un paramètre
s supplémentaire :

D(P;Q) =
1

s � 1

0

@

 
kX

i =1

pr
i q

1� r
i

! s� 1
r � 1

� 1

1

A

Taneja [Tan01] présente la mesure l'information relative :

D(P;Q) =
kX

i =1

�
pi log

pi

qi

�

Cette mesure est une mesure d'information, dans le sens où elle est minimale quand
P = Q. Pour obtenir une mesure d'incertitude on considère1 � D(P;Q) qui prend
son maximum enP = Q. Cette mesure à le désavantage de tendre vers l'in�ni quand
P tend la pureté. Ces mêmes auteurs proposent également troismesures de distance :

V(P;Q) =
kX

i =1

jpi � qi j

Cette mesure ne respecte pas la minimalité, ni la concavité.

B(P;Q) =
kX

i =1

p
pi qi

Cette mesure ne respecte pas la minimalité : quandP est pure elle ne tend pas
vers 0 mais vers

p
qj où j est la classe représentée dans la distribution pure. Deux

distributions pures sur deux classes di�érentes n'auront donc pas la même valeur.

M (P;Q) =
kX

i =1

2pi qi

pi + qi

Cette mesure a le même défaut que la précédente. En�n, Tanejadé�nit trois mesures
de divergence :

J (P;Q) = D(P;Q) + D(Q;P) =
kX

i =1

�
(pi � qi )log(

pi

qi
)
�

I (P;Q) =
1
2

�
D(P;

P + Q
2

) + D(Q;
P + Q

2
)
�

T(P;Q) =
1
2

�
D(

P + Q
2

;P) + D(
P + Q

2
;Q)

�

Cette trois mesures de divergence ont les mêmes propriétés que la mesure d'informa-
tion relative D, à la di�érence qu'elles respectent la propriété de permutation. Les
propriétés mathématiques de toutes ces mesures sont étudiées dans [Tan95, Tan01].

- 47 -



Chapitre 3. Critère de partitionnement

3.2.2 Mesures de distance

L'idée de ces mesures est de calculer une distance entre deuxpartitions3. On doit
donc considérer les deux partitions dans la formule globaledu critère. On notera la
partition candidate T composée des n÷udst1 à t l (un n÷ud quelconque deT est
simplement notét). Si on considère un partitionnement binaire, on appelletG et tD

les deux n÷uds de la partition. On notep(t) la proportion des individus appartenant
au n÷ud t ; et pi (t) la proportion d'individus appartenant à la classei dans le n÷ud
t. En�n, le n÷ud parent de la partition est noté r .

Dans cette catégorie on peut citer le critère MPI (Mean Posterior Improvement
proposé par Taylor [TS93] :

MP I = p(tG)p(tD )

 

1 �
kX

i =1

pi (tD )pi (tG)
pi (r )

!

(3.10)

Kass [Kas80] propose l'utilisation du Khi2 de Pearson avec l'algorithme CHAID,
l'un des premiers algorithmes d'arbre de décision. Cette mesure est également consi-
dérée par Hart [Har84] et Mingers [Min87] :

� 2 =
kX

i =1

(pi (t) � pi (r ))2

pi (r )
(3.11)

Ce critère considère l'indépendance entre la partition et le n÷ud parent. Mingers
propose également le critère G-statistic ou rapport de vraisemblance du Khi2 :

G(t) = 2
kX

i =1

�
pi (t) ln

pi (t)
pi (r )

�
(3.12)

Les deux mesures précédentes,� 2 et G, suivent une loi du Khi2. On peut donc
également considérer lap-value d'un test d'indépendance comme critère d'éclate-
ment. Des normalisations ont également été proposées avec le t de Tschuprow et le
v de Cramer [ZR00, p.181].

La distance Kolmogorov-Smirnov est proposée par Friedman comme critère d'écla-
tement dès 1977 [Fri77], pour le cas à deux classes. Considérant la distribution de
probabilités cumulée d'un attribut x sur chaque classeD1 et D2, la distance de

3Certains critères basés sur une mesure d'information, comme l'indice de Gini, peuvent égale-
ment être considérés comme des mesures de distances.
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Kolmogorov-Smirnov est dé�nie telle que :

� = jD1 � D2j (3.13)

3.2.3 Autres critères

De nombreux autres critères de partitionnement, ou variantes des critères exis-
tants ont été proposés. On peut citer les cosinus associés aux distances proposés par
Fayyad [FI92], qui ont été critiqués et généralisés par [ZR00, p.177�178].

L'AUC (aire sous la courbe ROC) est envisagée comme critèrespar [FFHO02] :
pour chaque partition potentielle la courbe ROC est construite et l'aire sous la
courbe ROC calculée. La partition maximisant ce critère sera sélectionnée.

Dans le cas des variables prédictives continues Giles [GBW01] propose de cher-
cher à chaque étape la meilleur discrétisation possible parla méthode CAMI (Class-
Attribute Mutual Information ). Il s'agit de trouver la discrétisation qui minimise
l'entropie.

En�n, des approches hybrides on été proposées par Preckel [Pre01, Pre98] avec
une métrique hybride entre moindres carrés et entropie, et [Mai05] qui évoque une
combinaison entre mesure d'information et Khi2. On peut en�n citer la métrique de
Simovici [SJ06], qui généralise l'entropie d'ordre� .

3.2.4 Sensibilité à l'asymétrie

Nous avons présenté les critères de partitionnements usuels. Comment ses cri-
tères se comportent-ils lorsque les classes sont déséquilibrées ? Nous proposons une
méthodologie expérimentale pour déterminer la sensibilité à la distribution a priori
des classes des critères de partitionnement des arbres de décision inspirée par celle de
Drummond [DH00b]. Sa démarche est la suivante : on considèreun problème à deux
classes, où les distributions des classes sur un attribut suivent deux lois normales de
même écart-type, et dont la di�érence des moyennes est égaleà cet écart-type. On
tire ensuite des échantillons den1 individus de la classe1, et de n2 individus de la
classe2. En faisant varier le rapport n1

n2
on obtient des échantillons plus ou moins

déséquilibrés (�gure 3.4). Les di�érents partitionnements possibles sur l'attribut sont
ensuite évalués. Une variation du point d'éclatement en fonction du rapport n1

n2
pour

un même critère indique une sensibilité à l'asymétrie de ce critère.

Nous avons mené cette expérience sur les critères suivant : l'entropie de Shannon,
l'indice de Gini, le critère MPI, la distance de Kolmogorov,le � 2 et la signi�cativité
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du � 2, et en�n la mesure de divergenceJ proposées par Taneja. La �gure 3.5 présente
le point de partitionnement retenu par chaque critère, en fonction de la proportion
d'individu de classe 1 dans l'échantillon. On voit que, comme Drummond le signalait,
l'indice de Gini est très sensible au déséquilibre des classes. Les critères MPI et
la distance de Kologorov sont quant à eux insensibles à ce déséquilibre. On voit
également que la mesure� 2 tout comme la mesure de divergence génèrent les mêmes
partitionnements que l'indice de Gini bien qu'elles prennent leurs maxima pour la
distribution du n÷ud parent.

Fig. 3.4 � Lois normales pour la génération des échantillons

Fig. 3.5 � Résultats du test de sensibilité à l'asymétrie

Cette expérience montre que les critères les plus sensiblesà l'asymétrie défavo-
risent la classe minoritaire, en équilibrant le nombre d'erreurs entre la classe mino-
ritaire et la classe majoritaire. Autrement dit, ces critères favorisent une répartition
équitable des erreurs de chaque classe entre les deux n÷uds.C'est pourquoi Drum-
mond préconise l'usage du critère DKM (Dietterich, Kearns et Mansour) [KM99],
qui est insensible à l'asymétrie du jeu de données.

H (P) = 2
p

p1 � p2 (3.14)
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Le critère DKM proposera le même partitionnement quel que soit le déséquilibre
des classes. Or quand une classe est très peu représentée, ilpeut être intéressant de
produire un n÷ud trouvant tous les individus de la classe minoritaire, c'est à dire
ayant une sensibilitéinverseau déséquilibre. De plus ce critère a le gros inconvénient
de ne convenir qu'aux problèmes où le nombre de modalités de la classe est égal à 2.

3.3 Approches tenant compte de l'asymétrie

Le critère est fondamental pour la structure de l'arbre �nalement induit. Or le
déséquilibre des classes a un impact sur le partitionnement, donc sur la structure de
l'arbre généré, et donc en�n sur la prédiction. Le critère d'éclatement est un élément
clé de la construction d'arbres de décision.

Or les critères classiques sont basés sur certaines hypothèses, plus ou moins expli-
cites. Parmi ces hypothèses, l'une est fondamentale : la valeur maximum du critère
est atteinte en situation d'équiprobabilité. Ceci signi�eque la pire situation est celle
pour laquelle chaque classe est également représentée. Ainsi avec notre exemple de
diagnostic du cancer du sein, dans un jeu de données présentant 1% de cancer les
critères existants cherchent à produire des arbres s'éloignant au maximum de l'équi-
probabilité alors que des feuilles contenant 50% de cancer et 50% de non cancers
seraient très certainement porteuses d'informations ; et àl'inverse, une feuille présen-
tant 1% de cancer serait considérée comme une très bonne feuille (car apportant une
faible entropie), alors que manifestement elle n'apporte aucune information, ayant la
même distribution que le jeu de données de départ. En tenant compte de l'asymétrie
dès la phase de croissance de l'arbre, que ce soit sous forme de coûts ou sous la forme
d'une distribution de référence, on s'autorise à générer des feuilles potentiellement
plus porteuses d'information, et donc susceptibles de fournir un meilleur modèle de
décision.

Les di�érents critères de partitionnement les plus utilisés sont des mesures d'en-
tropie, or ces critères sont basés sur l'axiomatique 3.4.1 composée d'hypothèses qui
ont été dé�nies en dehors du contexte de l'apprentissage supervisé. Nous souhaitons
mettre en évidence dans cette section le fait que certaines hypothèses qui sous-
tendent les mesures d'entropies ne sont pas adaptées à la construction des arbres
de décision, particulièrement dans le cas des situations d'asymétrie. Nous gardons à
l'esprit le fait que depuis l'origine des arbres de décisionde nombreux auteurs consi-
dèrent que le choix du critère de partitionnement n'a que peud'impact sur la qualité
de la prédiction, notamment en termes de taux d'erreur [BFOS84, Miy89, M�91]. Nous
essaierons de nuancer cet avis en insistant sur le cas particulier de l'asymétrie et en
notant que le taux d'erreur n'est pas une mesure de performance adaptée aux cas
asymétriques.
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Dans cette section nous discuterons des di�érentes méthodes existantes pour tenir
compte de l'asymétrie dans la phase de partitionnement d'unarbre de décision, a�n
d'obtenir de bons modèles de prédiction. Deux types de paramètres peuvent être
pris en compte : l'asymétrie des coûts de mauvaises classi�cations, sous la forme
d'une matrice de coûts ; et la distributiona priori des classes, sous la forme d'un
vecteur de probabilités. Pour ce qui est des coûts d'erreur de classi�cation, lorsqu'ils
sont connus, on les représente sous la forme d'une matrice decoûts, qui est une
matrice carrée dek � k éléments (voir tableau 2.3, p.33).C(i;j ) représente le coût
de classer un individu de la classei dans la classej . La diagonale principale est
généralement nulle (C(i;i ) = 0 ). Concernant la distribution a priori des classes, on
la note W = ( w1; : : : ;wk).

3.3.1 Fonction de coût

Si la matrice de coût est connue, on peut évaluer le coût d'un partitionnement
[Tur95, LYWZ04]. Ce coût est calculé sur les di�érents typesd'erreurs, il peut donc
être di�érent pour une même partition, selon la classe qui sera choisie. Comme on
cherche à minimiser le coût, on choisira la classe qui provoque un coût total minimal.
Ce critère s'écrit :

H (P) = min
i

 
X

j

(C(j;i ) � pj )

!

Si tous les coûts de mauvaises classi�cations sont égaux, eten considérant que le coût
d'une bonne classi�cation est nul, ce critère revient à minimiser le taux d'erreur. Si
la matrice de coût est connue ce critère est un critère objectif et aisé à interpréter.
Cependant il est rare dans les cas réels que l'ensemble des di�érents coûts soient
connus [Mal03].

3.3.2 Pondération des individus

L'asymétrie des coûts de mauvaises classi�cations et la distribution a priori des
classes peuvent être pris en compte simultanément durant laphase de partitionne-
ment. Au lieu d'évaluer la partition par le coût de ses erreurs, une approche consiste
à pondérer les individus en fonction d'un coût d'erreur qui est a�ecté à chaque
classe [Kai98]. On peut également prendre en compte la probabilité de sa classe.
Ainsi connaissant :

� La distribution a priori des classesW
� Le coût de chaque classeK , pouvant être déduit de la matrice de coût par

ki =
P k

j =1 C(i;j ) :
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� Les e�ectifs de la feuille N ;

La poids normalisé des individus de la classei est

� i =
K (i )
W (i )

P k
j =1

K (j )
W (j )

La proportion de la classeci dans la feuille devient

pi =
� i ni

P k
j =1 � j nj

Sur cette distribution pondérée les critères de partitionnement classiques s'appliquent
(�gures 3.7, 3.6, 3.8). Cela aura pour e�et de déplacer le maximum de l'entropie de
( 1

k ; : : : ;1
k ) vers (� 1; : : : ;� k).

3.3.3 Entropie décentrée

Stéphane Lallich [LLV07] propose la méthode d'entropie décentrée ouO� Cen-
ter Entropie (OCE) permettant de prendre en compte la distributiona priori des
classesW dans le critère de partitionnement. Cette approche consiste à déplacer le
maximum de l'entropie de( 1

k ; : : : ;1
k ) vers (w1; : : : ;wk). Pour cela une fonction� (f )

est appliquée à la distribution de chaque n÷ud pour que� (w) = 1 =k. Les auteurs
ont choisis une fonction linéaire en deux parties dont voicila dé�nition pour le cas
à deux classes :

1. Si 0 � f � w :

� (f ) =
f

2w
(3.15)

2. Si w � f � 1 :

� (f ) =
f + 1 � 2w
2(1 � w)

(3.16)

Cette fonction est ensuite généralisée pour les cas où le nombre de classesk > 2 :

1. Si 0 � f � w :

� (f ) =
f

kw
(3.17)

2. Si w � f � 1 :

� (f ) =
k(f � w) + 1 � f

k(1 � w)
(3.18)

- 53 -



Chapitre 3. Critère de partitionnement

Cette valeur est normalisée pour que
P k

i =1 f i = 1.

Comme pour la méthode de pondération des individus, un critère classique doit
ensuite être appliqué sur cette distribution transformée.Notons que la fonction d'in-
certitude obtenue connaît une rupture de dérivabilité au point W.

Fig. 3.6 � Deux méthodes de pondération des distributions avecW = ( 1
10; 9

10)

Fig. 3.7 � Critères de partitionnement classiques après pondération des individus
avecW = ( 1

10; 9
10)

3.3.4 Sensibilité à l'asymétrie

Nous avons donc présenté trois critères asymétriques : la fonction de coût, la
pondération des individus et l'entropie décentrée. Si on reprend le test de sensibilité
à l'asymétrie présenté en section 3.2.4, on voit que les critères tenant compte du
déséquilibre ont une sensibilité inverse à l'asymétrie. La�gure 3.9 représente les
points de partitionnements proposés par l'entropie de Shannon et l'indice de Gini,
selon qu'ils ont été appliqués sur les distributions de fréquences, les probabilités
altérés par la méthode de pondération des individus ou par laméthode OCE. On
voit que les critères appliqués sur une distribution transformée ont une sensibilité
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Fig. 3.8 � Entropie de Shannon appliquée sur les deux méthodes avec W = ( 1
10; 9

10)

à l'asymétrie inversée par rapport aux critères classiques4. Drummond ne s'est pas
intéressé à ce type de critère, a�rmant que "aller au-delà deDKM produirait des
fonctions qui ont une sensibilité inverse au coût" [DH00b].Nous verrons dans la
partie expérimentations qu'ils sont pourtant tout à fait adaptés aux jeux de données
déséquilibrés, car ils favorisent la création de n÷uds purssur la classe minoritaire.

Fig. 3.9 � Résultats du test de sensibilité à l'asymétrie sur les critères classiques et
asymétriques

3.4 Entropie asymétrique

Les méthodes sensibles à l'asymétrie que nous avons présentées sont �nalement
très proches. On peut représenter graphiquement des critères classiques, comme l'en-
tropie de Shannon ou l'indice de Gini, appliqués sur ces di�érentes transformations
(�gures 3.6 et 3.7). On obtient ainsi des courbes qui prennent leur maximum non
plus en situation d'équiprobabilité, mais pour une situation généralement déduite

4Notons que l'utilisation d'une fonction de coût, non représentée sur ce schéma, est insensible
à l'asymétrie.
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d'une matrice de coûts. Ces méthodes essaient donc de tenir compte de l'asymé-
trie, et dans les faits elles tentent d'in�uencer les critères pour qu'ils atteignent leur
maximum pour une situation donnée. Concernant la fonction de coût, rappelons que
dans la pratique, la matrice de coûts est rarement connue. Deplus pour les cas à
plus de deux classes, le nombre de paramètres à fournir croîtde manière quadratique
(k(k � 1)). En�n ce critère atteint son maximum pour une distribution donnée, mais
cette dernière n'est pas explicite. Les méthodes de pondération des individus et de
coûts ont toutes les deux le désavantage de ne pas assurer la concavité du critère de
partitionnement. Or si ce point ne fait pas consensus, certains auteurs considèrent
que cette propriété est importante pour un critère de partitionnement. La méthode
d'entropie décentrée semble par contre remplir les conditions d'un bon critère de
partitionnement. Elle garde en e�et la propriété de concavité du critère appliqué sur
la distribution décentrée, si l'on omet le pointW où elle n'est pas dérivable.

Nous appellerons les critères qui prennent leur maximum pour une distribution
non équiprobable des critères asymétriques. Nous proposons dans cette section de
dé�nir des propriétés attendues pour un critère asymétrique. Puis nous proposerons
un nouveau critère, qui se défait des inconvénients que nousvenons de citer.

3.4.1 Axiomatique d'une mesure d'entropie pour l'apprenti s-
sage

Dé�nition 3.4.1. Soit une distribution de référenceW = ( w1; : : : ;wk). Une mesure
d'entropie asymétriqueHW (P) tenant compte de la distribution de référenceW est
une fonction satisfaisant les propriétés suivantes :

Propriété 3.4.1. Minimalité L'entropie d'une distribution est nulle si elle est
pure et que son e�ectif est très grand.

lim n! 0HW (0; : : : ;1; : : : ;0) = 0

Propriété 3.4.2. Maximalité L'entropie est maximale si la distributionP est
égale à la distribution de référenceW, soit quand

P = W

.

Propriété 3.4.3. Permutation Une permutation des élémentsi et j e�ectuée si-
multanément dansP et la distribution de référenceW n'entraîne pas de modi�ca-
tion de la valeur de l'entropie : SiP est une distribution de fréquences telle que
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P = ( p1; : : : ;pi ;pj ; : : : ;pk) et Q une distribution de fréquence telle que deux éléments
de P ont été permutésQ = ( p1; : : : ;pj ;pi ; : : : ;pk) ; et si W est une distribution de
référence telle queW = ( w1; : : : ;wi ;wj ; : : : ;wk) et Z une distribution de référence
telle que deux éléments deW ont été permutésZ = ( z1; : : : ;zj ;zi ; : : : ;zk) ; alors

HW (P) = HZ (Q)

Propriété 3.4.4. Concavité stricte L'entropie est strictement concave sur son
domaine de dé�nition [0; 1].

@2HW (P)
@p2

< 0; 8p 2 P

Dans le cadre de l'induction d'arbres cette propriété peut avoir des avantages
ou des inconvénients. Breiman la juge importante pour que les n÷uds se rappro-
chant de la pureté soit su�samment récompensés [BFOS84, p.99]. Drummond in-
dique qu'une mesure non concave n'est pas utile comme critère de partitionnement
[DH00b], sans toutefois justi�er cette a�rmation. A l'inve rse Wehenkel rappelle que
cette propriété favorise les partitionnement multivariéset augmente ainsi le risque
de sur-apprentissage [Weh96]. Nous la conservons néanmoins, car elle fait partie de
la dé�nition de base de l'entropie. L'in�uence de la concavité sur le partitionnement
en situation d'asymétrie sera discutée à la �n de ce chapitre.

Propriété 3.4.5. Consistance Soient deux sommetst1 et t2 de même distributions
de fréquencesF (t1) = F (t2), mais d'e�ectifs di�érents n(t1) > n (t2), alors

HW (t1) < H W (t2)

Propriété 3.4.6. Fusion Soient deux sommetst i et t j de même distributions de
fréquencesF (t i ) = F (t j ), mais d'e�ectifs di�érents n(t i ) 6= n(t j ), alors

HW (t1; : : : ;ti ;t j ; : : : ;tl ) < H W (t1; : : : ;ti + t j ; : : : ;tl )

Nous dé�nissons donc le cadre permettant de générer des mesures d'entropie
adaptées aux arbres de décision. La di�érence essentielle par rapport aux axioma-
tiques déjà existantes est la modi�cation de la propriété demaximalité, qui permet
de prendre en compte une distribution de référence. Dans le paragraphe suivant nous
proposons une nouvelle mesure d'entropie asymétrique respectant l'ensemble de ces
hypothèses.
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3.4.2 Entropie asymétrique

3.4.3 Détermination de l'entropie asymétrique pour le cas à
deux classes

Nous proposons de déterminer de manière algébrique une fonction qui respecte
l'axiomatique que nous avons dé�nie. Nous ne nous intéresserons pas dans un premier
temps aux propriétés de consistance (3.4.5) et de fusion (3.4.6), car elles seront
assurées par l'estimation de Laplace des probabilités. Il en va de même pour la
minimalité (3.4.1) : nous considérerons que l'entropie estnulle si une seule classe est
représentée.

Pour le cas booléen, on ap2 = 1 � p1 et w2 = 1 � w1. La fonction d'entropie que
nous recherchons est donc une fonctionhw(p) respectant les propriétés suivantes :

hw(0) = 0 (3.19)

hw(1) = 0 (3.20)

@hw (w)
@p

= 0 (3.21)

@2hw(w)
@p2

< 0 (3.22)

Nous faisons l'hypothèse qu'il existe une fonction rationnelle hw(p) de degrés 2 res-
pectant ces conditions, soit :

hw(p) =
ap2 + bp+ c
dp2 + ep+ f

(3.23)

Nous avons donc six paramètres pour quatre contraintes. Pour supprimer un degré
de liberté nous ajoutons une contrainte sur le maximum de l'entropie :

hw(w) = 1 (3.24)

Avec (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) on obtient :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

a = � 1
b = 1
c = 0
d = 0

e = � 2w + 1
f = w2

Nous obtenons donc la fonction d'entropie asymétrique de forme quadratique :

hw(p) =
� p2 + p

(1 � 2w)p + w2
(3.25)
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Que l'on peut également écrire :

hw(p) =
p(1 � p)

p(1 � p) + ( p � w)2
(3.26)

Cette fonction représentée �gure 3.10 respecte les contraintes que avons �xées. Les
démonstrations correspondantes �gurent en annexe de ce mémoire.

3.4.4 Généralisation pour k classes

La fonction d'entropie asymétrique que nous venons de proposer peut être utilisée
comme critère de partitionnement dans le cas à deux classes.Pour passer àk > 2
nous proposons d'utiliser la moyenne de la contribution de chaque classe :

HW (P) =
1
k

kX

i =1

pi (1 � pi )
pi (1 � pi ) + ( pi � wi )2

(3.27)

Il est aisé de démontrer que lorsquek = 2, on a hw1(p1) = hw2 (p2), ce qui montre
que pourk = 2 on a bienHW (P) = 1

2 (hw1 (p1) + hw2 (p2)) : le cas booléen est bien
une spécialisation du cas général. Cette mesure est maximale quandP = W. Elle

Fig. 3.10 � Entropie asymétrique pourW =
�

1
10; 9

10

�

respecte également l'ensemble des contraintes5. Chaque terme de la somme est la
contribution à l'entropie de chaque classe. Notons que si on�xe wi = 1

k 8i , chaque
terme est maximal quandpi = 1

k et non quandpi = 1
2, comme les mesures d'entropie

que nous avons présentées au début de ce chapitre : il est important de noter que
l'entropie que nous proposons ne se confond pas avec une entropie usuelle lorsque
W est la distribution uniforme, mis à part quandk = 2 auquel cas elle se confond
avec l'indice de Gini.

La distribution de référenceW est celle que l'on considère comme porteuse d'au-
cune information. Elle peut être déterminée simplement de plusieurs manières :

5Voir Annexe 1. Démonstrations p.119
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1. W peut être la distribution de probabilités des classes, si elle est connue. Ainsi,
dans l'exemple du diagnostic d'une maladie on peut connaître son incidence
sur une population cible, soit le pourcentage de personnes atteintes par cette
maladie.

2. Si cette probabilité n'est pas connue, elle peut être estimée par la distribution
d'origine du jeu de données d'apprentissage.

3. On peut considérer les classes dont le risque de coût est leplus élevé comme
les classes les plus importantes. La somme des coûts de mauvaise classi�cation
P k

j =1 C(i;j ) d'une classei peut ainsi être considérée comme son coe�cient
d'importance. Normalisé, le vecteur des coe�cients d'importance peut être
considéré comme une distribution de référence.

4. En�n, nous verrons dans la partie expérimentation que le choix deW, ainsi que
le choix de la règle d'a�ectation d'une classe à une feuille,revient généralement
à un arbitrage entre le rappel et la précision sur les classesd'intérêt. Le choix
W pourra donc être propre au domaine considéré, et déterminé en fonction
des attentes de l'utilisateur sur les caractéristiques du modèle de prédiction.

3.5 Propriétés des entropies

Les critères que nous avons décrits dans ce chapitre respectent tous au moins
une des propriétés de l'axiomatique que nous proposons (dé�nition 3.4.1, p.56). Le
tableau 3.1 résume les propriétés des di�érents critères. On voit que la propriété
d'asymétrie est assurée pour les critères statistiques. Par construction, l'entropie
asymétrique respecte l'ensemble des propriétés.

Min. Max. Permut. Conc. Consist. Fusion
Ent. Shannon Oui Non Oui Oui * *
Gini Oui Non Oui Oui * *
Ent. Daroczy Oui Non Oui Oui * *
Min. coûts Oui Oui Oui Non * *
Ent. asymétrique Oui Oui Oui Oui * *
Ent. décentrée Oui Oui Oui Oui * *
Pond. individus Oui Oui Oui Non * *
Khi2 Non Oui Oui Oui Non Oui
G-Statistic Non Oui Oui Oui Oui Oui
Signif. du Khi2 Non Oui Oui Non Oui Oui
Divergences Non Oui Oui Oui * *

* : propriété satisfaite si la correction de Laplace est appliquée.

Tab. 3.1 � Comparaison des critères de partitionnement
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3.5.1 Propriété de consistance

Les propriétés de minimalité (3.2.1) et de consistance (3.2.6) ne sont pas satis-
faites pour les mesures d'entropies. Il existe une méthode simple pour rendre les
mesures sensibles à la taille de l'échantillon, qui consiste à redresser l'estimation
des probabilités dans les n÷uds en fonction des e�ectifs. Ils'agit de l'estimation de
Laplace qui consiste à estimerpi par p̂i tel que :

p̂i =
ni + 1
N + k

(3.28)

ou plus généralement

p̂i =
ni + �

N + k�
(3.29)

Ces deux estimations tendent vers la fréquence empiriquef i = n i
N quandN ! 1 ,

et vers l'équiprobabilité 1
k quandN ! 0. Le choix du paramètre� dépendra du degré

de pénalisation voulu pour les faibles e�ectifs. Ce lissagea été introduit dans le cadre
des arbres de décision par [PMM+ 94].

Lorsque N diminue il pourrait être plus judicieux de faire tendrep̂i vers sa
probabilité a priori que l'on peut estimer par la proportion de la classei dans le jeu
d'apprentissage, notéwi . C'est ce que propose [Ces90] avec la� -estimation6 :

p̂i =
ni + wi �
N + �

(3.30)

L'utilisation de cette transformation limite la profondeur des arbres pour garantir
leur capacité à généraliser, permettant ainsi de s'a�ranchir de la phase d'élagage.
Zadrozny suggère d'utiliser une valeur de� di�érente pour chaque classe, tel que
� = 10

wi
[ZE01b].

3.5.2 Propriété de concavité

La littérature abordant le point de la concavité du critère de partitionnement
évoque essentiellement sa nécessité pour éviter de trop favoriser les partitionnements
multivariés, et dans le cadre des arbres �ous [Weh96]. Il a été également montré
qu'en faisant varier le paramètre� de l'entropie généralisé, la profondeur des arbres

6Notée m-estimation dans l'article d'origine.
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peut être réduite [SJ03]. Dans le cadre de l'apprentissage par arbre, [TDM96] note
que la forme plus concave du critère DKM permet d'obtenir de meilleurs arbres ;
résultats con�rmés par [DH00b] dans le cas spéci�que de l'apprentissage sur données
déséquilibrées. Cependant la concavité est une propriété qui n'est pas indispensable.

Pour le cas à deux classes nous pouvons observer l'impact de la forme de l'entropie
(plus ou moins concave) sur le partitionnement obtenu. Pourfaire varier cette forme
nous ajoutons un paramètre� à la formule de l'entropie asymétrique, permettant
de faire varier sa concavité (�gure 3.11) :

HW (P) =
kX

i =1

pi (1 � pi )
pi (1 � pi ) + � (pi � wi )2

On peut également faire varier le paramètre� de l'entropie généralisée de Daroczy
(bien que cette dernière reste strictement concave quelquesoit � ). La �gure 3.12
présente le test de sensibilité à l'asymétrie de l'entropieasymétrique pour di�érentes
valeurs de� . On voit que les entropies très concaves accentuent la sensibilité à l'asy-
métrie. Le test sur l'entropie généralisée d'ordre� entraîne les mêmes conclusions
(�gure 3.13). Ces deux graphiques montrent également que pour un partitionnement
d'une distribution équilibrée, la forme du critère n'a pas d'in�uence sur le point de
partitionnement.

Fig. 3.11 � Entropie asymétrique pour di�érentes valeurs de� pour W =
�

2
10; 8

10

�

3.5.3 E�et du déséquilibre des classes

Le test de sensibilité à l'asymétrie (voir section 3.2.4) montre que l'entropie
asymétrique est encore plus sensible à l'asymétrie que les méthodes sensibles aux
coûts. Nous essaierons de mesurer dans le dernier chapitre les e�ets de ces di�érents
critères sur des jeux de données déséquilibrés.
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Fig. 3.12 � Sensibilité à l'asymétrie de l'entropie asymétriquepour di�érentes valeurs
de �

Fig. 3.13 � Sensibilité à l'asymétrie de l'entropie généraliséepour di�érentes valeurs
de �

Vialalta [VO00] propose une autre méthode pour visualiser un critère de parti-
tionnement. On considère le tableau de contingence d'un partitionnement en deux
n÷uds où l'ensemble des partitionnements possibles pour une distribution de départ
données(n1;n2) peut être exprimé sansa priori sur la forme des distributions, en
fonction de n1(G) et n2(G) :

Classe 1 Classe 2 Somme
n÷ud G n1(G) n2(G) n(G)
n÷ud D n1 � n1(G) n2 � n2(G) n - n(G)
Somme n1 n2 n

On peut donc représenter di�érents critères de partitionnements sous forme de
surfaces ou de courbes isométriques, dans l'espace(p1(G);p2(G);critère). Cette re-
présentation con�rme de manière plus générale les résultats obtenus par Drummond
(�gure 3.5.3). Vialalta propose également de quanti�er la di�érence entre deux cri-
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Fig. 3.14 � Résultats du test de sensibilité à l'asymétrie sur l'entropie asymétrique

tères, en calculant pour chaque partitionnement possible l'intégrale de la di�érence
entre deux courbes isométriques.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les di�érents critèresd'éclatement existants,
en insistant sur les mesures issues de la théorie de l'information et liés à la notion
d'entropie. Nous avons essayé de dé�nir l'entropie en présentant une axiomatique
synthétique.

Ayant fait le constat que l'asymétrie peut engendrer des biais dans la phase de
partitionnement des arbres de décision, nous avons présenté les solutions qui ont
été proposées pour traiter ce problème. Puis nous avons proposé une axiomatique
permettant de tenir compte de l'asymétrie. A partir de cetteaxiomatique nous avons
proposé un nouveau critère de partitionnement, l'entropieasymétrique. Ces deux
éléments constituent notre contribution au problème de l'asymétrie dans le critère
de partitionnement.

La mesure d'entropie asymétrique que nous proposons est proche des méthodes
de pondération des individus ou de coût : elle a pour principal e�et de déplacer
le maximum de l'entropie vers une distribution donnée qui n'est pas l'uniformité.
Elle a cependant l'avantage par rapport à ces approches d'assurer une propriété de
concavité que plusieurs auteurs recommandent ; cette concavité pouvant au besoin
être relâchée par l'ajout d'un paramètre.

Au vu des études présentées dans ce chapitre on peut donc classer les critères de
partitionnement en trois catégories :

1. Les critères sensibles au déséquilibre, comme l'entropie de Shannon ou l'indice
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de Gini ;

2. Les critères peu ou pas sensibles au déséquilibre, comme le critère DKM ;

3. Les critères tenant explicitement compte du déséquilibre, et manifestant une
sensibilité inverse à l'asymétrie, comme les méthodes de pondération par ma-
trice de coût, l'entropie décentrée ou l'entropie asymétrique que nous avons
proposée.

Avant d'expérimenter ces di�érentes mesures nous allons nous intéresser au pro-
blème de l'a�ectation des classes en situation d'asymétrie.
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W =
�

1
2;1

2

�
W =

�
1
10; 9

10

�

Indice de Gini

DKM

Entropie asymétrique

Fig. 3.15 � Courbes isométriques de trois critères de partitionnement
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Chapitre 4

Règles d'a�ectation

4.1 Introduction

4.1.1 De l'arbre aux règles

L'induction d'arbres de décision permet de trouver des sous-parties de l'espace
(les n÷uds de l'arbre) dans lesquelles la distribution des classes est plus pure qu'à
l'origine. Dans chaque feuille de l'arbre on trouve donc unedistribution des classes
éloignée de l'équiprobabilité si on utilise un critère symétrique, ou de la distribution
d'origine si le critère utilisé est asymétrique. Il s'agit ensuite d'exploiter l'arbre, c'est
à dire de tirer des conclusions sur les individus qui se trouvent dans chaque feuille
pour prédire la classe à laquelle ils appartiennent. C'est la phase d'extraction des
règles de décision. Une règle de décision est composée d'uneprémisse dé�nie par
la branche menant de la racine de l'arbre à la feuille, et d'une conclusion. Cette
conclusion est choisie en fonction de la distribution des classes dans les feuilles :
dans le cas d'un problème àk classes exclusives, il y ak conclusions possibles pour
chaque feuille. La méthode permettant de choisir la conclusion de la règle est appelée
règle d'a�ectation.

L'objectif de ce chapitre est donc d'exposer les di�érentesrègles d'a�ectation,
permettant d'associer une classe à chaque feuille de l'arbre en fonction de la dis-
tribution des classes dans cette feuille. Nous verrons qu'en situation d'asymétrie, la
règle d'a�ectation utilisée habituellement peut être discutée.
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4.1.2 Organisation du chapitre

La section suivante introduit les notations et représentations utilisées dans ce
chapitre. Puis nous aborderons les di�érentes stratégies d'a�ectation d'une classe
à chaque feuille de l'arbre. Nous présenterons ensuite nos contributions, avec deux
nouvelles règles d'a�ectation basées sur l'entropie :

1. La méthode de contribution minimale à l'entropie ;

2. La "règle des crêtes", basée sur les dérivées partielles de l'entropie.

Nous évoquerons ensuite les méthodes d'estimation des probabilités pour chaque
individu, avant de conclure dans la section discussion.

4.2 Notations

Une règle de décision se notesi condition alors classe =c, où la condition est
fournie par la dé�nition du sous-espace de la feuille. La classec est choisie avec une
règle d'a�ectation, fonction de la distribution P de la feuille, et notée�( P) = c.

Une règle d'a�ectation peut être représentée sous la forme de frontières de dé-
cision dans l'espace des distributions. Pour illustrer lesrègles que nous proposons
dans ce chapitre nous prendrons l'exemple dek = 3 (mais toutes les règles présentées
peuvent s'appliquer pour un nombre quelconque de classes).La �gure 4.1 représente
l'espace des distributions pourk = 3. Comme

P k
i =1 pi = 1 on a k � 1 degrés de

liberté : l'ensemble des distributions possibles forment un triangle équilatérale, en
bleu sur la �gure 4.1. L'espace des distributions pourk = 3 peut donc être repré-
senté dans le plan, sous la forme d'un triangle de décision (�gure 4.2). La �gure 4.3
représente par exemple la règle majoritaire.

4.3 Règles d'a�ectation standard

4.3.1 Règle majoritaire

La règle utilisée par la plupart des algorithmes d'induction d'arbres est la règle
majoritaire : lorsque la feuille considérée est pure, il paraît évident que la feuille sera
a�ectée à la seule classe représentée. Sinon, la règle est d'a�ecter la feuille à la classe
la plus représentée dans la feuille [Qui87]. Si les classes les plus représentées ont la
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Fig. 4.1 � Ensemble des distributions possibles pourk = 3

même fréquence, on est sur une frontière d'indécision : on peut laisser les individus
de cette feuille non classés ou choisir une classe aléatoirement. Cette règle permet
donc de minimiser le risque d'erreur. La règle majoritaire est notée :

�( P) = argmaxi 2 k(pi )

4.3.2 Minimisation du coût

Si les coûts de mauvaises classi�cations sont inégaux et connus, la règle à utiliser
pourra être la minimisation du coût. SiC(i;j ) est le coût de classeri en j , le coût
de choisir la classei dans une feuille est

P k
j =1 C(j;i ) � pj . On choisira donc la classe

i qui minimise ce coût :

�( P) = argmini 2 k

 
kX

j =1

C(j;i ) � pj

!

[Mar00] note que pour certaines matrices de coûts, la décision sera toujours la même
classe quelle que soit la distribution dans la feuille (table 4.1 : on choisit toujours
la classe 2). Dans ce cas, aucun apprentissage n'est nécessaire. D'autres matrices de
coûts amèneront à ne jamais choisir une classe. Ces auteurs proposent de �ltrer les
matrices de coûts pour déterminer si l'apprentissage est nécessaire.

Dans le cas de coûts égaux cette règle revient à minimiser1 � pj , et devient
donc équivalente à la règle majoritaire. Elkan [Elk01] montre que pour le cas à deux
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Fig. 4.2 � Plan des décisions possibles pourk = 3

Classe Classe prédite
réelle 1 2 3

1 2,0 1,0 1,5
2 3,2 0,1 2,2
3 4,5 1,0 1,3

Tab. 4.1 � Matrice de coûts pour laquelle aucun apprentissage n'est nécessaire

classes le seuil de décision entre la classe 1 et la classe 2 est p1 tel que

(1 � p1)C(0;1) + p1C(1;1) = (1 � p1)C(0;0) + p1C(1;0)

Cette expression équivaut à choisir la classe 1 si

p1 >
C(0;1) � C(0;0)

C(0;1) � C(0;0) + C(1;0) � C(1;1)

4.3.3 Statistique implicative

Au lieu d'utiliser un critère uniquement basé sur la distribution des classes dans
une feuille, on peut évaluer lesk conclusion possibles de la règle. Nous proposons de
calculer la force implicative de chaque règle a�n de choisirla meilleure conclusion.
L'intensité d'implication est une mesure statistique proposée par Régis Gras [GL92],
basée sur les contre-exemples. Pour la feuilles, l'intensité d'implication de la règle
choisissant la classei vaut :

Imp(R) =
n�i (s) � ne

�i (s) + 0 :5
p

ne
�i (s)
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Fig. 4.3 � Exemple de visualisation de règles d'a�ectation : la règle majoritaire

où n�i (s) est le nombre de contre-exemples (individus n'appartenantpas à la classe
i ), et ne

�i (s) le nombre de contre-exemples attendus, si l'échantillon était un tirage
aléatoire de
 . On a doncne

�i (s) = n(s)P(i ). Une valeur positive de cet indice indique
que la règle fait moins bien que le hasard et n'apporte aucuneinformation implica-
tive. Seules les valeurs négatives sont à considérer. Plus l'indice est grand (en valeur
absolue), plus la force implicative de la règle est forte [RZM07]. Cet indice présente
l'avantage d'être sensible à la taille de l'échantillon : plus les individus concernés par
la règle sont nombreux, plus l'implication est forte. SiRi est la règle menant à la
classei alors la règle d'a�ectation peut être notée :

�( s) = argmini 2 k (ImpT (Ri ))

4.4 Règles tenant compte de la situation d'origine

En situation d'asymétrie, lorsque les classes sont très déséquilibrées ou que les
coûts sont asymétriques, la règle majoritaire n'est pas adaptée. En e�et si dans un
exemple à deux classes, l'une des classes ne représente que 1% d'un jeu de données,
il peut par exemple être intéressant d'a�ecter à la classe minoritaire une feuille
présentant 30% d'individus de cette classe et 70% de l'autreclasse.

Dans le chapitre 3 portant sur le critère de partitionnement, nous avons introduit
la distribution de référenceW qui dé�nit le point d'incertitude maximum. La �gure
4.4 illustre l'exemple de l'entropie asymétrique pour une situation d'origine W =�

2
10; 8

10

�
avec l'utilisation de la règle majoritaire. On voit que le point d'indécision

ne correspond pas au point d'incertitude maximumW. Il parait donc cohérent de
considérer que lorsqu'une feuille présente cette distribution (comme la racine de
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l'arbre) on ne puisse pas prendre de décision. En continuantce raisonnement, on
conclue que l'on doit a�ecter la classei à une feuille uniquement si la probabilité de
classei dans la feuille dépasse la probabilité d'originewi , i.e. pi (s) > w i .

Fig. 4.4 � Entropie asymétrique et règle majoritaire pourW =
�

2
10; 8

10

�

Fig. 4.5 � Entropie asymétrique et règle des seuils pourW =
�

2
10; 8

10

�

Cette règle d'a�ectation que nous appelons règle des seuilsest cohérente dans le
cas à deux classes, comme l'illustre la �gure 4.5. Mais quandk > 2 elle peut être
satisfaite par plusieurs classes simultanément (�gure 4.6). La règle des seuils n'est
pas su�sante et une règle supplémentaire doit donc être utilisée pour prendre une
décision. Nous proposons donc la démarche suivante :

1. Les classes satisfaisant la règle des seuils (pi > w i ) forment l'ensemble des
règles candidates.

2. Si il y a plusieurs règles candidates, une seconde règle est appliquée pour
déterminer la classe gagnante.

Il semble important de considérer que si une règle classe unedistribution vers la
classec1, et si dans cette distribution la proportion de classec1 augmente tandis que
les autres n'augmentent pas, alors la règle doit toujours classer cette distribution vers
la classec1 : il n'y a en e�et aucune raison pour qu'une baisse d'e�ectif d'une classe,
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Fig. 4.6 � Règle des seuils avecW =
�

1
10; 2

10; 7
10

�

toutes choses égales par ailleurs, se traduise par un changement du choix en faveur de
cette dernière. A partir de cette intuition nous proposons trois propriétés permettant
de dé�nir une règle d'a�ectation cohérente en situation d'asymétrie, basée sur une
distribution de référenceW :

1. La règle des seuils est respectée :�( P) = ci uniquement sipi > w i

2. Si �( P) = ci , alors pour toute distribution Q telle queqi > p i et qj � pj 8j 6= i
on a également�( Q) = ci .

3. Si wi = wj , alors le choix entreci et cj se fait selon la règle majoritaire :
max(pi ;pj ). Par extension, si la situation de référence est l'équiprobabilité W =
( 1

k ; : : : ;1
k ) alors cette règle d'a�ectation est équivalente à la règle majoritaire

�( P) = argmaxi 2 k(pi ).

Nous allons présenter dans cette section un ensemble de règles d'a�ectation res-
pectant ces trois hypothèses.

4.4.1 Règle majoritaire

La règle majoritaire peut être appliquée pour départager les règles candidates :
on choisit la classe la mieux représentée parmi celle qui passent leur seuilw (�gure
4.7).

4.4.2 Écarts à la distribution d'origine

Si l'on part de la règle des seuils, on peut a�ecter la feuilleà la classeci dont la
probabilité pi est la plus éloignée de son seuilwi . Nous proposons donc deux règles ;

- 73 -



Chapitre 4. Règles d'a�ectation

Fig. 4.7 � Règles des seuils puis règle majoritaire avecW =
�
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la di�érence maximale :

�( P) = argmaxi 2 k (pi � wi )

Ainsi qu'une règle de ratio maximal, plus favorable aux classes minoritaires lorsque
la règle des seuils est satisfaite pour plusieurs classes :

�( P) = argmaxi 2 k

�
pi

wi

�

Ces deux règles sont représentées �gure 4.8.

4.4.3 Pondération des individus

Nous avons présenté dans le chapitre 3 des méthodes permettant de pondérer les
individus des feuilles de manière à ramener la distributionW vers la distribution
d'équiprobabilité. Ceci permet de transformer un critère de partitionnement symé-
trique en critère prenant son maximum enW. De la même manière, lors de la phase
d'a�ectation on peut appliquer cette transformation et utiliser la règle majoritaire.
La �gure 4.9 illustre cette approche pour la méthode de pondération des individus :

�( P) = argmaxi 2 k

�
pi

wi

�

La règle majoritaire appliquée sur les e�ectifs pondérés est équivalente à la règle du
ratio maximum que nous avons présenté plus haut, ces deux méthodes consistant à
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Fig. 4.8 � Règles d'écarts à la distribution d'origine avecW =
�
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maximiser pi
wi

. Si on utilise l'entropie décentrée (OCE, [LLV07]), la règle s'exprime :

�( P) = argmaxi 2 k

�
k(pi � wi ) + 1 � pi

k(1 � wi )

�

4.4.4 Privilégier les classes les moins représentées

Lorsque plusieurs classes sont simultanément mieux représentées qu'à l'origine,
une approche peut être de toujours privilégier la classe la plus rare. Ceci provoquera
des modèles très sensibles sur les classes minoritaires, mais peu spéci�ques. Cette
règle est notée :

�( P) = argmini 2 k (wi )

4.4.5 Règles basées sur l'entropie

Dans le cas des arbres basés sur une mesure d'entropie, on peut considérer le cri-
tère de partitionnement qui a été utilisé lors de la génération de l'arbre pour prendre
une décision dans les feuilles. Ce critère représente l'impureté, ou l'incertitude, d'une
distribution. Une distribution présentant une entropie maximale doit donc être celle
pour laquelle on ne peut pas prendre de décision. Partant de ce constat nous propo-
sons deux approches originales.
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Fig. 4.9 � Règles de pondération des individus avecW =
�

1
10; 2

10; 7
10

�

4.4.5.1 Contribution à l'entropie

Lorsque le critère de partitionnement utilisé est une mesure d'information H ,
l'incertitude d'un n÷ud est dé�nie par :

H (P) =
kX

i =1

h(pi )

où h(pi ) est la contribution de la classei à l'incertitude de la distribution. La classe
la moins incertaine est donc celle qui contribue le moins à l'entropie. Nous proposons
donc la règle d'a�ectation de contribution minimale à l'entropie, dé�nie telle que :

�( P) = argmini 2 k (h(pi ))

4.4.5.2 Règle des crêtes

Nous introduisons ici une nouvelle manière de choisir l'a�ectation de la classe
à chaque feuille, en tenant compte du critère de partitionnement qui a permis de
générer les feuilles. Considérons l'exemple d'un problèmeà trois classes. Un arbre a
été généré avec une mesure d'entropie asymétriqueH comme critère de partition-
nement, avec la distribution de référenceW =

�
1
10; 2

10; 7
10

�
. On a donc une entropie

maximum enW. Il est donc cohérent de considérer que lorsqu'un n÷ud présente une
telle distribution, on soit en situation d'indécision. On part également du principe
que la règle des seuils est respectée : on choisit la classei uniquement sipi > w i . La
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�gure 4.6 représente cette règle. On observe donc trois vastes zones d'indécision. De
la même manière que l'on considère le pointW comme le point d'indécision entre les
trois classes (car c'est le point où l'entropie est maximale), peut-on déterminer une
ligne d'indécision entre les classes 1 et 2 ? Cette ligne doitreprésenter les couples
(p1;p2) pour lesquels la valeur de l'entropie est maximale. Prenonsdonc l'exemple
du triangle d'indécision entre les classes 1 et 2. Si on �xe di�érentes valeurs dep3, on
peut observer la valeur de l'entropie en faisant varierp1 et p2 (�gures 4.10 et 4.11).
Ainsi, pour p3 = 0;4, on choisira la classe 1 quandp1 2 [0;1; 0;24[. Pour le point
(0;24 0;36 0;4) on ne pourra pas décider, car on est sur une crête de l'entropie. Puis,
pour p1 2]0;24; 0;4] on préférera la classe 2. Sur la �gure 4.12 nous avons reportéle
maximum de l'entropie entrep1 et p2, pour les di�érentes valeurs dep3. La courbe
formée en reliant ces valeurs forme donc la crête de l'entropie, qui est la frontière
d'indécision entre la classe 1 et la classe 2. La �gure 4.13 représente la décision pour
l'ensemble des distributions possibles.

Fig. 4.10 � Indécision entrep1 et p2 pour di�érentes valeurs dep3

Fig. 4.11 � Entropie pour di�érentes valeurs dep3
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Fig. 4.12 � Maxima de l'entropie pour di�érentes valeurs dep3 reportés dans l'espace
des décisions

Plus formellement, pour déterminer la ligne d'indécision entre les classes 1 et 2
nous cherchons le maximum de l'entropie en �xantp3, c'est à dire le maximum de
l'expression

hw1 (p1) + hw2 (p2) + hw3 (p3)

p3 étant constante, cette expression n'a plus qu'un degré de liberté et peut être
exprimée uniquement en fonction dep1

hw1 (p1) + hw2 (1 � p3 � p1) + hw3 (p3)

Chaque terme de cette somme est une fonction concave ; le maximum est donc atteint
quand :

@(hw1 (p1) + hw2 (1 � p3 � p1) + hw3 (p3))
@p1

= 0

@hw1 (p1)
@p1

+
@hw2 (1 � p1 � p3)

@p1
+

@hw3 (p3)
@p1

= 0

@hw1 (p1)
@p1

+
@hw2 (1 � p1 � p3)

@p1
= 0

@hw1 (p1)
@p1

= �
@hw2 (1 � p1 � p3)

@p1

@hw1 (p1)
@p1

=
@hw2 (p2)

@p2

La ligne d'indécision entre deux classes est donc dé�nie parl'égalité des dérivées
partielles. On préférera la règle ayant la dérivée négativela plus forte : c'est la
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Fig. 4.13 � Règle de décision �nale avecW =
�

1
10; 2

10; 7
10

�

classe qui minimise le plus fortement l'entropie si on augmente sa proportion. En
généralisant on peut exprimer la règle :

�( P) = argmini 2 k

�
@h(pi )

@pi

�

Cette règle d'a�ectation que nous avons appelé "règle des crêtes" permet de prendre
des décisions parfaitement cohérentes avec la notion d'impureté sur laquelle est fondé
l'arbre de décision, et dont sont issues les feuilles. Cetterègle étant basée sur la déri-
vée de l'entropie, elle est très dépendante de la forme de cette dernière et particuliè-
rement de sa concavité. La �gure 4.14 illustre cette règle pour l'entropie asymétrique
et l'entropie de Gini après transformation des probabilités par l'entropie décentrée
(OCE), avec W =

�
1
10; 2

10; 7
10

�
.

4.5 Estimation des probabilités

Les règles de décision que nous avons présentées sont baséessur l'estimation de
la distribution de probabilités des classes au sein de chaque feuille. Or, les arbres de
décision ne fournissent pas de bonnes estimations des probabilités [Bre98, PMM+ 94,
SGF95]. Ceci est dû essentiellement au fait que les probabilités dans les feuilles de
l'arbre sont estimées par les fréquences empiriques. Les feuilles contenant parfois peu
d'individus [PD03], l'estimation par les fréquences est statistiquement peu �able :
ainsi les individus d'une feuille contenant 5 individus appartenant tous à la même
classe ont une probabilité estimée d'appartenir à cette classe de 100%. Une probabi-
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Fig. 4.14 � Règle des crêtes pour di�érents types d'entropie avecW =
�

1
10; 2

10; 7
10

�

lité de 1 est un résultat exagéré s'il est basé sur seulement 5individus. Une con�ance,
fonction de l'e�ectif, peut éventuellement être associée àcette estimation [PD03].
Mais il est préférable de rendre ces estimations plus robustes. Les méthodes que
nous présentons ici peuvent également être considérées du point de vue des arbres
de décision �ous.

4.5.1 Lissage global

La première méthode permettant d'a�ner l'estimation des probabilités dans les
arbres de décision est d'e�ectuer un lissage avec les corrections de Laplace, que
nous avons décrites en section 3.5.1. Cette correction faittendre l'estimation des
probabilités vers la distribution de fréquences quandn ! 1 , et vers l'équiprobabilité
(ou la distribution de référence si on utilise la� -estimation) quand n ! 0. Cette
méthode simple est préconisée par plusieurs études [ZE01b,PD03]. Zadrozny [ZE01b]
propose également de faire tendre cette estimation non versune distribution de
référence mais vers le premier ancêtre du n÷ud qui ait un e�ectif vi su�sant (on
peut �xer vi = 10

wi
où wi est la probabilitéa priori de la classei ). Ce lissage peut être

appliqué pour améliorer les règles de décision que nous avons présentées jusqu'ici.
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4.5.2 Méthodes a�ectant un score à chaque individu

Les corrections de Laplace permettent de lisser l'estimation de la distribution
de probabilités de chaque classe au sein d'une feuille. Celasigni�e que tous les in-
dividus d'une feuille ont la même probabilité d'appartenirà une classe. Une autre
approche serait d'a�ecter pour chaque individu de la feuille des probabilités di�é-
rentes d'appartenir à chaque classe, en fonction de leurs caractéristiques propres.
Il existe di�érentes méthodes pour estimer les probabilités de chaque individu, no-
tamment dans le cadre desProbability Estimation Trees (PET) qui sont des arbres
fournissant des estimations de probabilités permettant declasser les individus selon
leur score pour des applications deranking.

Smyth, Gray et Fayyad [SGF95] utilisent un estimateur de densité de probabilité
basé sur un lissage par une fonction noyau appliquée sur les individus de la feuille,
et uniquement sur les variables dé�nissant le sous-espace de la feuille (autrement
dit le chemin menant de la racine à la feuille). Leur approchepermet d'a�ecter
une probabilité d'appartenance à une classe pour chaque individu : la probabilité
d'un individu ! d'appartenir à la classei diminue lorsqu'il est situé en queue de
distribution de la classei sur l'attribut. La forme du lissage dépend du noyau choisi
(généralement gaussien), et les contributions de chaque attribut sont ensuite agrégées
par produit.

[Koh96] puis [LY06] proposent avec NBTree de stopper le partitionnement lorsque
l'e�ectif est faible, puis de construire un bayésien naïf (BN) dans chaque feuille
de l'arbre, et d'utiliser le score fourni par ce dernier pourestimer les probabilités
de chaque classe. L'utilisation d'un modèle bayésien naïf aégalement été proposé
par [ZE01b], avec une méthode d'histogramme pour les rendreplus robustes : les
individus sont classés selon le score fournis par le BN, puisdivisés enb groupes de
même e�ectif. La probabilité d'un individu ! d'appartenir à une classei est estimé
par la proportion d'individu de la classei du groupe dans lequel il tombe. Ce principe
est illustré table 4.2.

Dans la même optique [SPW01] propose trois algorithmes hybrides, basés sur
l'implémentation de C4.5 dans le logiciel Weka (appelé J48):

� J48-Linear utilise une régression linéaire en �xant les valeurs de la variable à
0 et 1.

� J48-IB1 utilise le plus proche voisin (1-PPV).
� J48-Bayes utilise un Bayésien Naïf.

L'idée est donc de construire un modèle spéci�que à chaque feuille, uniquement
sur l'échantillon de la feuille, en utilisant toutes les variables disponibles. L'arbre
est d'abord construit selon la méthode C4.5. Puis, lors de laphase d'élagage (basée
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ID Score BN Classe EstimationP(c = 2)
1 0,01 1 0,2
2 0,2 1 0,2
3 0,3 1 0,2
4 0,3 2 0,2
5 0,3 1 0,2
6 0,4 1 0,4
7 0,5 2 0,4
8 0,6 2 0,4
9 0,67 2 0,4
10 0,68 1 0,4
11 0,7 1 0,8
12 0,89 2 0,8
13 0,91 2 0,8
14 0,92 2 0,8
15 0,93 2 0,8

Tab. 4.2 � Exemple de lissage des probabilités par la méthode de l'histogramme
(b= 3)

sur la réduction de l'erreur), la règle majoritaire et celleproposée par le modèle
alternatif sont évaluées : celle réduisant au mieux le taux d'erreur est choisie. Les
expérimentations montrent des diminutions signi�cativesdu taux d'erreur entre C4.5
seul et C4.5 avec les modèles alternatifs dans chaque feuille, particulièrement avec la
régression linéaire. Par contre, le modèle alternatif uniquement, c'est à dire construit
à la racine, est parfois meilleur que l'arbre hybride ; les résultats di�èrent selon les
jeux de données.

En�n, des méthodes d'agrégation de plusieurs estimations,ou de baggingsont
préconisées par Provost [PD03] pour rendre ces estimationsplus robustes. Cet auteur
note également que pour proposer de meilleures estimations, l'arbre ne doit pas être
élagué.

4.6 Discussion

4.6.1 Synthèse

Nous avons abordé la question de la décision dans les feuilles des arbres de
décision. Les règles qui permettent de décider au sein de chaque n÷ud, i.e. d'a�ecter
une classe à chaque individu, peuvent être abordées de deux manières : (1) de manière
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globale, tous les individus d'une feuille sont a�ectés à la même classe, des règles
dépendant donc de l'estimation de la distribution des classes dans chaque feuille ; et
(2) en considérant également les attributs des individus pour a�ecter à chacun un
score d'appartenance à chaque classe.

En situation d'asymétrie, la règle majoritaire utilisée habituellement peut ne pas
être adaptée : il est intéressant de permettre d'a�ecter à une classe une feuille où
cette classe n'est pas majoritaire. Nous avons donc proposétrois conditions per-
mettant de dé�nir des règles d'a�ectation en situation d'asymétrie. Puis nous avons
proposé deux approches originales basées sur l'entropie, permettant de prendre une
décision cohérente avec le critère de partitionnement utilisé : la prise en compte
de la contribution de chaque classe à l'entropie ; et la détermination de frontières
d'indécision par les crêtes de l'entropie.

4.6.2 Choix de la règle d'a�ectation

Nous considérons donc que dans le cas de l'asymétrie, la règle des seuils (i.e.
C = i si pi > w i ) doit servir de base à une décision dans une feuille. Cette condition
fait partie des trois propriétés de base permettant de fournir un modèle cohérent,
respectées par les di�érentes règles présentées dans la section 4.4. Dans les zones
d'indécision, où la règle des seuils est satisfaite pour plusieurs classes simultanément,
deux règles di�érentes favoriseront donc plus ou moins la classe minoritaire. Ceci est
illustré sur la �gure 4.15 : la règle d'a�ectation A favorise plus la classe minoritaire
1 que la règleB.

Fig. 4.15 � Exemple de deux règles d'a�ectation :A est plus favorable aux classes
minoritaires queB
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La règle utilisée produira donc des modèles favorisant plusou moins les classes
minoritaires. Le choix de la règle pourra dépendre de l'attente de l'utilisateur envers
le modèle de prédiction. La �gure 4.16 représente les règlescomplémentaires à la
règle des seuils que nous avons proposé pourW =

�
1
10; 2

10; 7
10

�
. On voit que mise à

part la règle des crêtes qui pénalise moins la classe minoritaire quand on s'éloigne
de W, on peut classer les règles de la plus favorable aux classes minoritaires, à la
plus favorables aux classes majoritaires :

1. Classe minoritaire :�( P) = argmini 2 k (wi )

2. Ratio maximum : �( P) = argmaxi 2 k

�
pi
wi

�

3. Contribution minimum à l'entropie asymétrique :�( P) = argmini 2 k (h(pi ))

4. Di�érence maximum : �( P) = argmaxi 2 k (pi � wi )

5. Redressement OCE :�( P) = argmini 2 k

�
k(pi � wi )+1 � pi

k(1� wi )

�

On peut en�n se demander s'il est nécessaire de choisir une règle d'a�ectation
�xe. En e�et, on a k décisions possibles pour chaque feuille. En testant chaque
modèle possible et en l'évaluant, on peut donc choisir pour chaque feuille la classe
qui maximise le critère d'évaluation considéré. Nous aborderons ce point de vue
au cours du chapitre suivant, qui présente les méthodes d'évaluation des modèles
d'apprentissage supervisé.

Fig. 4.16 � Représentation des règles d'a�ectation avecW =
�

1
10; 2

10; 7
10

�
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Chapitre 5

Évaluation des modèles

5.1 Introduction

5.1.1 Évaluation des modèles en situation d'asymétrie

L'évaluation des performances est le dernier problème du processus d'apprentis-
sage supervisé que nous avons évoqué en introduction de ce mémoire. Nous avons
proposé d'adapter les arbres de décision aux situations asymétriques avec un cri-
tère de partitionnement asymétrique, et des règles d'a�ectation originales. Il s'agit
à présent de déterminer si nos approches apportent un gain signi�catif. Pour cela il
est nécessaire de s'interroger sur les mesures de performance des modèles. En e�et
comme nous l'avons rappelé tout au long de ce travail les mesures classiques comme
le taux d'erreur ne sont pas adaptées à l'évaluation en situation d'asymétrie, car
un modèle faisant des erreurs sur une classe très minoritaire serait peu pénalisé. Il
est également nécessaire de mener une série de tests a�n de déterminer dans quels
cas et dans quelle mesure l'usage d'un critère asymétrique permet d'améliorer les
performances des modèles de manière signi�cative, et si l'entropie asymétrique per-
met d'obtenir de meilleurs résultats que des critères existants comme la méthode de
pondération des individus, ou l'usage d'une fonction de coût.

5.1.2 Organisation du chapitre

Nous présenterons tout d'abord les di�érentes méthodes permettant d'évaluer les
modèles d'apprentissage supervisé, en présentant des indices de qualité d'un modèle
ainsi que des approches plus �nes comme les courbes ROC.
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Puis nous présenterons les résultats obtenus par les méthodes que nous avons
proposées dans cette thèse, d'abord sur des jeux de données classiques endata mi-
ning ; puis sur les données réelles sur lesquelles nous avons travaillé dans la partie
industrielle de notre travail. Nous synthétiserons et discuterons les résultats dans la
partie discussion.

5.2 Indicateurs pour les problèmes à deux classes

Les situations réelles d'apprentissage supervisé sont généralement des problèmes
à deux classes, où l'une est la classe d'intérêt. Les individus de cette classe, gé-
néralement minoritaire, sont appelés individus positifs.Cette section présente les
méthodes d'évaluation d'un modèle de prédiction dans le casà deux classes. L'outil
de base de l'évaluation d'un modèle est la matrice de confusion. Cette matrice croise
la prédiction des individus avec leur classe réelle (tableau 5.1) : tous les indices de
performance d'un modèle sont basés sur cette matrice.

Classe Classe prédite
réelle + - Somme

+ Vrais Positifs (VP) Faux Négatifs (FN) n+

- Faux Positifs (FP) Vrais Négatifs (VN) n�

Tab. 5.1 � Matrice de confusion dans le cas à deux classes

5.2.1 Taux d'erreur et coût

L'indicateur d'évaluation de base des modèles d'apprentissage supervisé est le
taux d'erreur.

err =
F P + F N

n
L'inconvénient de cet indice est qu'une erreur sur la classeminoritaire pénalise au-
tant qu'une erreur sur la classe majoritaire [PF98]. Si les coûts sont asymétriques
et connus on peut donc considérer le coût du modèle comme une mesure de perfor-
mance :

cout = V P � C(+ ;+) + F P � C(� ;+) + F N � C(+ ;� ) + V N � C(� ;� ) (5.1)

5.2.2 Sensibilité et spéci�cité

La sensibilité et la spéci�cité, très utilisées dans le domaine médical, sont deux
indices à observer conjointement. Le taux de sensibilité est la probabilité qu'un
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individu positif soit classé positif par le modèle :

sen =
V P

V P + F N

Le taux de spéci�cité est la probabilité qu'un individu négatif soit classé négatif :

spe=
V N

V N + F P

Ces deux indices peuvent être agrégés en une valeur unique, grâce à l'indice de
Youden [You50] : le modèle est d'autant meilleur que l'indice se rapproche de 1.

youden= sen+ spe� 1

On peut également considérer le rapport de vraisemblanceL (ainsi que le rapport
de vraisemblance négatif� ) [JE28] :

L =
sen

1 � spe

� =
1
L

=
1 � spe

sen
Plus le rapport de vraisemblance positif est élevé, meilleur est le modèle. Le tableau
suivant aide à interpréter ce rapport :

L Apport du modèle
10 et plus Important
5 - 10 Modéré
1 - 5 Faible
1 Aucun

Kubat [KM97] préconise l'usage de la moyenne géométrique. Cet indicateur est sou-
vent retenu pour évaluer les résultats des modèles sur données déséquilibrées.

G =
p

sen� spe

5.2.3 Rappel et précision

Le rappel et la précision permettent de considérer la qualité de la prédiction en
ce concentrant sur une classe d'intérêt. Le rappel est égal àla sensibilité : c'est le
taux d'individus positifs e�ectivement classés positifs.Quant à la précision, c'est la
proportion d'individus positifs parmi ceux qui ont été classés positifs.

r = sen =
V P

V P + F N
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p =
V P

V P + F P
L'observation de ces deux indices est un bon moyen de résumerles performances d'un
modèle où l'une des classes est la classe d'intérêt. Un modèle parfait trouve tous les
individus positifs (r = 1), et ne classe en positif que des individus e�ectivement
positifs (p = 1). La mesure synthétique généralement utilisée est la F-mesure, qui
est la moyenne géométrique du rappel et de la précision :

F =
2 � r � p

r + p

Contrairement à la moyenne arithmétique, cette mesure est nulle dès que l'un des
deux indices est nul.

5.3 Courbes en fonctions de seuil de décision

Le principe de ces courbes est de représenter les performances de di�érents mo-
dèles issus d'un arbre en faisant varier le seuil d'a�ectation [Met78]. Nous avons vu
que dans un arbre de décision, on peut a�ecter à chaque individu une probabilité
d'appartenance à la classe minoritaire, en fonction de la feuille dans laquelle il se
trouve. Cette probabilité peut être considérée comme un score permettant de classer
les individus. La prédiction peut être faite en �xant un seuil sur cette probabilité.
En faisant varier ce seuil, on obtient autant de modèles de prédiction di�érents, bien
qu'issus du même arbre.

Les di�érents modèles sont obtenus en considérant des quantiles sur les seuils de
décision. Lesn individus sont triés selon leur score puis répartis enm blocs (m � n).
Le premier modèle est celui qui classe tous les individus dans la classe majoritaire.
Puis di�érents modèles sont obtenus en ajoutant un par un lesblocs d'individus à
la classe minoritaire, du score le plus élevé au score le plusfaible. On obtient ainsi
m + 1 modèles de prédiction sur lesquels on peut calculer di�érents indicateurs pour
pouvoir les comparer. Ce type de méthodes a deux objectifs principaux :

1. Évaluer la qualité globale d'un modèle sans �xer de seuil de décision ;

2. Trouver le seuil de décision qui produit le meilleur modèle de prédiction.

5.3.1 Courbes lift

La courbe lift [Met78, ADW94] est beaucoup utilisée dans le cadre d'applications
marketing. Elle représente le taux de rappel en fonction desdéciles du score (�gure
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5.1). Le point d'abscisset sur la courbe lift représente donc le taux d'individu posi-
tifs parmi les t% d'individus ayant la meilleure probabilité d'appartenir à la classe
d'intérêt. Ainsi sur notre exemple, si on choisit de classeren positif 50% des indi-
vidus les mieux classés par leur score, on obtient un rappel de 78% (autrement dit
78% des individus positifs seront détectés). Cependant cette courbe ne nous donne
pas directement la précision du modèle, qui dépend de la proportion d'individus
positifs dans la population : parmi les individus sélectionnés, combien appartiennent
réellement à la classe d'intêret ? Des approches plus �nes ont donc été proposées :
les courbes ROC, les courbes rappel-précision (RP) et les courbes de coût.

Fig. 5.1 � Exemple de courbe lift

5.3.2 Courbes ROC

5.3.2.1 Modèle dans l'espace ROC

Un modèle de prédiction peut-être représenté dans l'espaceROC, qui est l'espace
(1 � spe;sen)1. Un modèle parfait qui classe correctement tous les individus est
donc situé en(0;1) dans l'espace ROC. Un modèle pour lequel la distribution du
score est uniforme quelle que soit la classe des individus est situé sur la diagonale

1Dans le cadre des courbes ROC le taux1 � spe est appelé "taux de faux positifs" (TFP) et
sen "taux de vrais positifs" (TVP)
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(1� spe� sen). La �gure 5.2 présente des exemples de modèles dans l'espace ROC.
Les points A, B et C sont les modèles "extrêmes" : A est le modèle parfait : tous les
positifs sont classés positifs et tous les négatifs sont classés négatifs ; et B et C sont
des modèles classant respectivement tous les individus en négatif et tous les individus
en positif. Le modèle G est un modèle non réaliste car situé sous la diagonale : le
score est moins �able qu'un score uniforme indépendant de laclasse des individus.
Le modèle A domine tous les modèles. Le modèle E domine le modèle F car meilleur
sur les deux indices. Les traits pointillés correspondent àl'enveloppe convexe de
l'ensemble des modèles, à l'exception du modèle A : on voit que le modèle F est
dominé par l'enveloppe donc n'est pas intéressant. Par contre, entre les modèles D
et E on ne peut pas choisir directement : un autre critère devra être utilisé.

Fig. 5.2 � Exemple de modèles dans l'espace ROC

5.3.2.2 Courbes ROC

Pour construire la courbe ROC d'un modèle [Faw06], les individus du jeu de
données de test sont triés en fonction du seuil, puis le jeu est coupé enm parties
d'e�ectifs égaux, où m � n est le nombre de points de la courbe ROC (sim = n
on aura un point par individu). On parcourt ensuite chaque groupe d'individus
dans le sens croissant du score. Chaque groupe d'individu est ajouté aux individus
positifs, et le modèle obtenu à chaque étape est représenté par un point dans l'espace
ROC. Pour le seuil le plus faible, tous les individus sont classés positifs : on a donc
1 � spe = 1 et sen = 1. Pour le seuil le plus élevé, tous les individus sont classés
négatifs : on a donc1 � spe = 0 et sen = 0. Un modèle parfait sera celui pour
lequel il existe un quantile du score tel que tous les individus soient bien classés :
1 � spe = 0 et sen = 1, c'est à dire pour lequel la courbe ROC passe par le point
(0;1) dans l'espace ROC. Un mauvais modèle est un modèle où le scoredes individus
suit une loi uniforme entre 0 et 1 indépendamment de leur classe. Dans ce cas on a
pour chaque point1 � spe� sen, et la courbe ROC est proche de la diagonale dans
l'espace ROC.
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Fig. 5.3 � Exemple de courbes ROC

Deux modèles peuvent être comparés : sur la �gure 5.3 le modèle C domine les
modèles A et B. Il est cependant recommandé de multiplier lescourbes ROC sur
plusieurs jeux de données de tests, pour pouvoir en calculerla variance et ainsi
déterminer si la domination d'une courbe ROC sur une autre est statistiquement
signi�cative [Faw06].

5.3.2.3 Aire sous la courbe ROC

L'aire sous la courbe ROC (Area under curve, AUC) est un indicateur synthétique
de la courbe ROC d'un ensemble de modèles. Ainsi pour deux arbres de décision, on
peut comparer la capacité à distinguer les individus positifs des individus négatifs
indépendamment du seuil de décision choisi. Il existe plusieurs méthodes pour esti-
mer l'aire sous la courbe ROC. La plus utilisée est la méthodedes trapèzes [MF84],
qui se base sur l'interpolation linéaire entre chaque pointde la courbe ROC. Un
bon modèle aura une AUC proche de 1, tandis qu'un modèle aléatoire aura une
AUC proche de1

2. L'AUC a une interprétation statistique : elle estime la probabilité
qu'un individu tiré aléatoirement parmi les individus positifs ait un score plus élevé
qu'un individu tiré aléatoirement parmi les individus négatifs [Faw06]. Si on reprend
l'exemple de la �gure 5.3 on obtient les AUC suivantes :

Modèle AUC
A 0,695
B 0,768
C 0,921

Au sens de l'AUC le modèle C reste bien dominant ; et le modèle Best préférable
au modèle A.
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5.3.2.4 Choix d'un seuil de décision

L'espace ROC peut être utilisé pour chercher le meilleur seuil de décision. Pour
chaque point de l'espace ROC on peut calculer un critère de performance : l'indice
de Youden, ou le rapport de vraisemblance sont des indices synthétiques du couple
sensibilité - spéci�cité. Le seuil de décision sera celui qui maximise le critère choisi.

Provost [PF01] propose de tracer les lignes d'iso-coût dansl'espace de la courbe
ROC, ce qui permet de visualiser directement le meilleur seuil de décision. L'équa-
tion d'une ligne d'iso-cout entre deux points dans l'espaceROC (TF P1; TV P1) et
(TF P2; TV P2) (voir �gure 5.4) est donnée par la formule suivante :

TV P2 � TV P1

TF P2 � TF P1
=

C(+ ;� )p(� )
C(� ;+) p(+)

Fig. 5.4 � Exemples de lignes de coût optimales dans l'espace ROC pour un coût
de 1 : 1 (le modèle A est préféré) et1 : 3 (on préfère le modèle B)

En�n on peut considérer le critère de Neyman-Pearson, qui consiste simplement
à choisir le seuil correspondant à taux de faux positif �xé ; ou encore le critère
de Workforce utilization qui consiste à sélectionner le modèle correspondant auxk
meilleurs individus, k étant un paramètre de la méthode [PF98].
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5.3.3 Courbes de coût

L'espace ROC constitue un bon moyen pour comparer des modèles ou des en-
sembles de modèles, et donc pour choisir le meilleur. Cependant elles présentent
trois inconvénients majeurs pour l'évaluation de modèles en situation d'asymétrie
[DH00a]

1. Les coûts et la distributiona priori des classes ne sont pas pris en compte ;

2. Les seuils de décision ne sont pas représentés explicitement sur la courbe ROC ;

3. La di�érence entre deux modèles est di�cilement quanti�able.

Si les coûts sont connus, un moyen simple de choisir le meilleur seuil de déci-
sion est d'observer le coût total en fonction du seuil (équation 5.1). Si les coûts et
la distribution a priori des classes sont connus, Drummond [DH00a] propose une
alternative à la courbe de ROC avec les courbes de coût. L'auteur considère le coût
du modèle normalisé, c'est à dire divisé par le coût du modèlequi classe mal tout
les individus (modèle ayant le coup maximum) :

(1 � sen)P(+) C(� ;+) + (1 � spe)P(� )C(+ ;� )
P(+) C(� ;+) + P(� )C(+ ;� )

L'auteur montre que ce coût est équivalent à :

(spe� sen) � P CF(+) + (1 � spe)

Où PCF(+) ( Probability Cost Function) est fonction de la probabilité de la classe
positive et du coût de mauvaise classi�cation des individuspositifs

P CF(+) =
P(+) C(+ ;� )

P(+) C(� ;+) + P(� )C(+ ;� )

On peut donc représenter un point de l'espace ROC par une ligne dans l'espace
(P CF;Cout). Un ensemble de modèles issus de di�érents seuils de décision est repré-
senté par un ensemble de lignes de coût. Connaissant les coûts et les probabilités des
classes, on peut déduire leP CF et donc choisir le modèle qui minimise le coût. Si les
coûts ne sont pas connus, on peut les �xer tels queC(+ ;� ) = 1

P (+) et C(� ;+) = 1
P (� ) .

Dans ce cas on choisira le modèle minimisant le coût pourP CF = 0;5.

Les �gures 5.6, 5.7 et 5.8 représentent les courbes de coût pour les modèles A, B
et C. Chaque ligne correspond à un point de la courbe ROC : la plus foncée qui va
du point (0;0) à (1;1) dans l'espace des coûts correspond au point(0;0) de la courbe
ROC, c'est à dire au modèle le plus dur, celui qui classe tous les individus en négatif.
Pour savoir quel est le meilleur modèle on calcule leP CF correspondant aux coûts
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et à la distribution a priori des classes. Le modèle choisi sera celui correspondant à
ligne de coût la plus faible, l'ordonnée permettant de lire directement le coût associé.

Une approche équivalente est de représenter des lignes d'iso-coût sur le même
plan que la courbe ROC, et choisir le modèle correspondant aupoint situé de la
courbe du coût le moins élevé.

Fig. 5.5 � Interprétation des courbes de coût

Fig. 5.6 � Courbes de coût du modèle A

5.3.4 Courbes RP

5.3.4.1 Construction de la courbe RP

Nous avons vu que le rappel et la précision sont deux bons indicateurs de per-
formance d'un modèle de détection d'une classe rare. Un modèle peut donc être
représenté par un point dans l'espace (rappel,précision).Dans cet espace, les bons
modèles seront proches du point(1;1). En faisant varier le seuil de décision on peut
également représenter la courbe RP d'un modèle. Pour un seuil de 0, tous les in-
dividus seront classés positifs : le rappel sera donc de 1, etla précision égale à la
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Fig. 5.7 � Courbes de coût du modèle B

Fig. 5.8 � Courbes de coût du modèle C

proportion d'individus positifs dans le jeu de données de test. Pour un seuil de 1, les
individus sont tous négatifs, le rappel est donc de 0 et la précision ne peut pas être
calculée (le dénominateur VP + FP est nul). Il n'y a pas de relation mécanique entre
le rappel et la précision : contrairement la courbe ROC, la courbe RP n'est pas tou-
jours croissante ; de plus Davis [DHR+ 06] montre que l'interpolation linéaire n'est
pas valable dans l'espace RP. Ces deux éléments rendent l'estimation de l'aire sous
la courbe RP (AUC-RP) plus di�cile que l'aire sous la courbe ROC (AUC-ROC).

5.3.4.2 Aire sous la courbe RP et liens entre l'espace ROC et l 'espace
RP

Pour évaluer l'aire sous la courbe RP, Davis [DHR+ 06] propose de pratiquer une
interpolation linéaire de la courbe ROC, puis de plonger lespoints ainsi interpolés
vers l'espace RP. Comme on connaît le nombre d'individus de chaque classe dans
le jeu de test, la précision peut-être exprimée en fonction de la sensibilité et de la
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spéci�cité :

p =
n(+) � sen

n(+) � sen+ n(� ) � (1 � spe)
L'interpolation d'un point de la courbe RP situé entre deux points connus peut donc
être e�ectuée par cette méthode. Davis démontre que l'interpolation de la précision
est inférieure à celle que fournirait l'interpolation linéaire des deux points de l'espace
RP. Estimer l'AUC-RP par la méthode des trapèzes est donc trop optimiste.

Le dernier problème pour estimer l'aire sous la courbe RP estque pour un rappel
de 0 la précision n'est pas dé�nie. L'auteur montre que la précision des points dont
le rappel est inférieur au plus faible rappel non nul obtenu peut être estimé par la
précision de ce dernier.

Il est donc possible de calculer l'aire sous la courbe RP, pour pouvoir comparer un
ensemble de modèles au sens du rappel et de la précision, et cesans �xer de seuil de
décision : la �gure 5.9 présente les graphes RP pour les troismodèles exemples, pour
un jeu de données oùP(+) = 0 ;3. On voit qu'entre les points connus, l'interpolation
a une forme convexe. Le tableau suivant présente les aires sous les graphes RP :

Modèle AUC-RP
A 0,438
B 0,616
C 0,833

Fig. 5.9 � Graphes RP avec interpolation

5.3.4.3 Choix d'un seuil de décision

L'espace RP permet également de sélectionner le meilleur seuil de décision, au
sens de la F-mesure. Le point pour lequelr = p, appeléBreakeven point(BEP), est
parfois considéré comme le meilleur modèle [ADW94]. Il s'agit du point ou la courbe
RP coupe la diagonale.
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5.4 Évaluation pour le cas multi-classes

Lorsque le nombre de classe est supérieur à 2 on obtient la matrice de confusion
5.2. Les problèmes de décision se complexi�ent : dans le cas àdeux classes les per-
formances d'un modèle sur la classe positive sont le miroir des performances sur la
classe négative. Dès lors que le nombre de classe excède 2, ceci n'est plus vrai. Si
une seule classe est la classe d'intérêt, on regroupe les autres classes pour former
la classe négative, et ainsi appliquer les méthodes usuelles. Mais pour évaluer les
performances globales du modèle on distingue deux types d'approches [HT01] :

1. L'approche "une contre toutes" : les performances de chaque classe sont éva-
luées contre les autres. On a donck résultats.

2. L'approche "une contre une", ou comparaison par paires : on observe les perfor-
mances du modèle pour chaque couple de classes. On a donck(k � 1) résultats.

Classe Classe prédite
réelle c1 . . . ci . . . ck Somme

c1 n1;1 . . . ni; 1 . . . nk;1 n:1
...

...
. . .

...
...

cj n1;j . . . ni;j . . . nk;j n:j
...

...
...

. . .
...

ck n1;k . . . ni;k . . . nk;k n:k

Somme n1: . . . ni: . . . nk: n

Tab. 5.2 � Matrice de confusion pour le cas général (k > 2)

5.4.1 Indices globaux

Les indices pouvant être utilisés directement sont le taux d'erreur et le coût du
modèle, dé�nis par

erreur =

P k
i =1

P k
j =1 ni;j �

P k
l=1 nl;l

n

cout =
kX

i =1

kX

j =1

(ni;j � C(i;j ))

Thomas [TJN06] propose d'agréger les valeurs du rappel et dela précision de chaque
classe avec une métrique appeléePragma . L'utilisateur spéci�e ses attentes en
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termes de rappel et de précision sur chaque classe, ainsi quel'importance qu'il ac-
corde à chaque classe. Pour une matrice de confusion donnéePragma permet donc
d'évaluer la qualité d'un modèle :

pragma =
1

P k
i =1 � i

kX

i =1

(� i � f i (r i ;pi ))

où � i est le coe�cient d'importance de la classei , et f i la fonction d'évaluation du
modèle pour la classei telle que

f i (r i ; pi ) =

 
� 1

1 + 1� y
1� x

!

� r i +

 
1

1 + 1� y
1� x

� 1

!

� pi + 1

Les paramètresx et y permettent à l'utilisateur de spéci�er les deux situationsqui
sont pour lui équivalentes, pour chaque classe, en termes decouple(r;p) : (1;x) est
équivalent à (y;1). Cette méthode demande le nombre élevé de3k paramètres2 et
est donc réservée aux cas où l'utilisateur a des attentes précises envers le modèle.

5.4.2 Extensions de la courbe ROC

5.4.2.1 Construction de la courbe ROC

L'extension des courbes ROC pour les cas oùk > 2 est une tâche complexe qui
est encore le sujet de nombreux travaux. Au lieu de chercher un seuil entre les vrais
positifs et les faux positifs, on doit considérerk types de bonnes classi�cations et
k2 � k types d'erreurs. Une matrice de confusion particulière estdonc un point dans
une espace àk2 � k dimensions [Faw06].

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, pour obtenir une matrice de
confusion à partir d'une distribution de probabilités (ou de scores) une règle doit
être appliquée, car quandk > 2 la règle qui consiste à choisir la classe qui dépasse
son seuil peut être satisfaite pour plusieurs classes. Comme lors du choix de la classe
dans les feuilles de l'arbre, c'est la règle majoritaire quiest utilisée pour évaluer les
di�érents types d'erreur dans l'analyse ROC.

D'un point de vue mathématique, Srinivasan [Sri99] note quela courbe ROC
dans l'espace àk2 � k dimensions devient un polytope. Il montre que l'ensemble des
modèles optimaux forment toujours une enveloppe convexe dans cet espace, et que
les lignes d'iso-coût restent une surface linéaire dans cetespace. L'un des objectifs de
l'analyse ROC quandk > 2 est de trouver la règle de décision fournissant un modèle
optimal. Pour cela les scores de chaque individu pour chaqueclasse sont pondérés

2Considérant les degrés de libertés, le nombre de paramètrespeut être réduit à 2k � 1.
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par un jeu de poids qu'il s'agit de déterminer. [Lan00] souligne la haute complexité
des algorithmes d'optimisation dans cet espace àk2 � k dimensions.

Une méthode simple pour adapter l'analyse ROC quandk > 2 est de construire
k courbes ROC à la manière "une classe contre toutes les autres" : pour la courbe
de la classei les autres classes sont fusionnées en une seule classe�i . Le meilleur seuil
peut alors être trouvé pour chaque classe.

5.4.2.2 Volume sous la courbe ROC

Une fois la courbe ROC dans l'espace de dimensionsk2 � k déterminée, le volume
sous la courbe ROC (VUC) peut-être calculé. Domingos [DP00]propose de calculer
l'AUC pour chaque classe (une contre toutes), puis de calculer la somme pour chaque
classe pondérée par sa proportion dans les données, soit :

AUCtotal =
kX

i =1

AUCi � P(i )

Hand [HT01] part de l'interprétation statistique de l'AUC dans le cas à deux
classes, qui est la probabilité que le score d'un individu positif soit plus élevé que
celui d'un individu négatif. Il en dérive une formule qui mesure la discréminabilité
par paire des classes. Cette mesure notéeM s'exprime :

AUCtotal =
2

k(k � 1)

kX

i =1

kX

j =1

AUC(i;j )

Où AUC(i;j ) est l'aire sous la courbe ROC uniquement entre les classesi et j .

5.5 Expérimentations

Dans la littérature, la quasi intégralité des expérimentations concernant l'ap-
prentissage supervisé en situation d'asymétrie porte sur des problèmes où la variable
endogène a deux modalités. Ceci est justi�é par le fait que pour la plupart des appli-
cations réelles (et notamment dans le médical), l'apprentissage est concentré sur une
classe minoritaire (comme "individu malade"), face à une classe majoritaire (comme
"individu sain"). Nous proposons donc dans cette section d'évaluer l'impact de l'uti-
lisation de l'entropie asymétrique sur les résultats des arbres de décision pour les
problèmes à deux classes.

Le tableau 5.3 présente les jeux de données utilisés pour nosexpérimentations
dans le cas des problèmes à deux classes. Nous avons sélectionné 18 jeux de données
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provenant de l'UCI Irvine [AN07] (jeux de données abalone, breast, car, glass, ha-
berman, heart, ionosphere, letter, opticdigits, pageblocks, pendigits, pima, satimage,
segmentation, shuttle, wdbc, wine et yeast), et 2 provenantde LIBSVM [CL01] (jeux
de données fourclass et german). Ces jeux de données sont soit des problèmes à deux
classes déséquilibrées, soit des jeux à plus de deux classesoù la classe la moins re-
présentée a été conservée et les autres fusionnées de manière à se ramener à des
problèmes à deux classes.

Nous introduisons également 2 jeux de données générés au sein de la société Fe-
nics dans le cadre de la mise au point duCad mammographique Smart Look. Ces
jeux de données ont été obtenus de la manière suivante : dans un premier temps des
images mammographiques, d'incidence face et oblique, ont été traitées par des mé-
thodes de segmentation d'image mise au point par la société.Deux méthodes ont été
appliquées : une destinée à détecter les cancers de type masse, et une pour les amas
de microcalci�cations. Ces méthodes permettent d'extraire des régions d'intérêt de
l'image. Puis chaque zone a été caractérisée par un grand nombre de variables (plus
de 1000 descripteurs pour chaque région d'intérêt), portant sur la forme, la texture
et les niveaux de gris.

Les mammographies ont ensuite été présentées à un groupe de radiologues et
cancérologues experts en diagnostic du cancer du sein sur une station de lecture
numérique. Les experts ont ainsi pu annoter ces images, en détourant eux-mêmes
les zones suspectes à l'aide des outils d'annotation proposés par la station. Par une
procédure semi-automatique, un lien a ensuite été e�ectué entre les zones détou-
rées par les experts et les régions d'intérêt issues de la segmentation : les régions
correspondant à des annotations d'experts ont été labélisées comme "cancer", et les
autres comme "non cancer". Cette labellisation a en�n été soumise aux experts pour
véri�er sa pertinence.

Tous les tests sont réalisés en validation croisée (10-CV).La profondeur des arbres
est limitée grâce à la propriété de consistance de l'entropie, assurée par l'utilisation de
la � -estimation pour l'estimation des probabilités3. Le paramètre� de cette méthode
a été �xée à 10

wi
[ZE01b], puis à 50, 100 et 200. Une série de tests a également

été e�ectuée en utilisant un gain d'information minimal de 3% pour autoriser un
partitionnement.

Pour chaque test on observe 13 mesures présentées tableau 5.4, en comparant
l'entropie asymétrique aux autres critères. Lorsqu'il s'agit de mesures liées aux per-
formances sur une seule classe on considère toujours la classe minoritaire, qui est celle
pour laquelle on cherche à améliorer l'apprentissage. Pourchacune de ces mesures on
présente le nombre de victoires, d'ex aequoet de défaites de l'entropie asymétrique

3Lorsqu'on utilise un critère symétrique comme l'entropie de Shannon ou l'indice de Gini, les
paramètreswi de la � -estimation sont �xés à 1

k ; 8i .
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Jeu de données Nb. d'ind Nb. de var Classe min.
abalone19 4177 8 0,007
breast 766 14 0,34
car 1728 6 0,04
clusters 7847 418 0,3
fourclass 793 6 0,36
german 942 26 0,3
glass7 124 10 0,14
haberman 306 3 0,26
heart 267 44 0,21
ionosphere 351 34 0,36
letter_a 20067 20 0,04
masses 15277 1045 0,03
opticdigits 5620 64 0,1
pageblocks 5430 10 0,01
pendigits 10992 16 0,1
pima 794 8 0,35
satimage 6495 50 0,1
segment_path 2310 19 0,14
shuttle1 58000 9 0,21
wdbc 556 39 0,37
wine3 178 13 0,27
yeastme2 1484 9 0,03

Tab. 5.3 � Jeux de données à deux classes

vs les autres critères. Les mentions+ , ++ ou +++ notées en exposant indiquent
respectivement une victoire de l'entropie asymétrique très hautement signi�cative
(p-value � 0;001), hautement signi�cative (p-value � 0;01) ou signi�cative (p-value
� 0;05) au test non paramétrique des signes4 (inversement le signe- indique une
défaite signi�cative de l'entropie asymétrique). De la même manière, la valeur notée
en indice indique le résultat au test des rangs de Wilcoxon.

5.5.0.3 Comparaison de l'entropie asymétrique à des critèr es symétriques

Nous comparons tout d'abord l'entropie asymétrique à quatre critères symé-
triques, représentés sur la �gure 5.10 : l'entropie de Shannon, l'indice de Gini, une
fonction de coût (en �xant les coûts égaux pour chaque classe), et le critère DKM,

4Pour notre base de 22 jeux de données, et s'il n'y pas d'ex aequo, le test des signes est signi�catif
(0,05) à partir de 16 victoires, hautement signi�catif (0,01) à partir de 17 victoires et très hautement
signi�catif (0,001) à partir de 19 victoires.
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Notation Mesure
sen Sensibilité
spe Spéci�cité
pre Précision

F F-mesure
G Moyenne géométrique

Youden Indice de Youden
L Rapport de vraisemblance

erreur Taux d'erreur
coût Coût
prof Profondeur de l'arbre

nbregles Nombre de règle
AUCROC Aire sous la courbe ROC

AUCRP Aire sous la courbe RP

Tab. 5.4 � Notations des di�érentes mesures

considéré comme adapté aux jeux de données déséquilibrés car insensible à l'asymé-
trie [DH00b]. Le paramètreW de l'entropie asymétrique est �xé selon le déséquilibre
d'origine du jeu de données et la règle d'a�ectation utilisée par défaut est la règle
majoritaire pour les critères symétriques, et la règle des seuils pour l'entropie asy-
métrique.

Fig. 5.10 � Entropie asymétrique pourW =
�

2
10; 8

10

�
et critères symétriques

Le tableau 5.5 présente les résultats obtenus pour� = 100. Ce tableau nous per-
met de tirer un premier ensemble de conclusions. La premièreest que l'utilisation
de l'entropie asymétrique ne fournit pas une amélioration systématique de tous les
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indices. Cependant certains indices sont améliorés : la sensibilité, l'indice de You-
den, la moyenne géométrique, ainsi que l'aire sous la courbeROC. On peut noter
le rapport de vraisemblance n'est pas amélioré par l'utilisation de l'entropie asymé-
trique. Il en va de même pour la précision, ce qui n'est pas surprenant compte tenu
de la construction même de l'entropie asymétrique. Un aspect intéressant est que le
nombre de règles est réduit si on utilise l'entropie asymétrique plutôt que l'entropie
de Shannon. En�n, le taux d'erreur n'est pas réduit mais le coût est amélioré.

AUCROC AUCRP prof nbregles spe
vs. Shannon 16/0/6+ 6/0/16 - 15/0/7 17/0/5 ++

+ 3/0/19 - - -
- -

vs. Gini 21/0/1 +++
+ 9/0/13 7/1/14 10/1/11 4/0/18 - -

vs. DKM 17/0/5 ++ 8/0/14 6/1/15 - 9/2/11 5/2/15 -

vs. erreur 19/0/3+++
++ 14/0/8 2/0/20 - - -

- - 4/0/18 - -
- - 1/2/19 - - -

- - -

sen pre F L Youden
vs. Shannon 19/0/3+++

+ 7/0/15 13/0/9 6/0/16 - 17/0/5 ++

vs. Gini 19/2/1 +++
+ 5/0/17 - - 15/1/6 + 5/0/17 - - 21/0/1 +++

+

vs. DKM 18/4/0 +++
+ 6/2/14 12/2/8 7/2/13 17/2/3 ++

vs. Erreur 19/1/2+++
+++ 7/1/14 17/0/5 ++ 7/1/14 18/0/4 ++

++

G Erreur Cout
vs. Shannon 17/0/5++ 5/2/15 - 17/0/5 ++

vs. Gini 21/0/1 +++
+ 8/0/14 21/0/1 +++

vs. DKM 17/2/3 ++ 7/2/13 17/2/3 ++

vs. Erreur 18/0/4++
++ 8/0/14 18/0/4 ++

Tab. 5.5 � Comparaison de l'entropie asymétrique avec des critères usuels (� = 100)

Les résultats que nous venons de présenter sont limités par la règle de décision
appliquée. Pour avoir une vision plus globale nous faisons donc varier le seuil de
décision de 0 à 1, de manière à obtenir 100 modèles pour chaquetest : ceci revient en
fait à parcourir chaque point de la courbe ROC et de la courbe RP. Nous retenons la
meilleure valeur pour chaque modèle. Le tableau 5.6 présente les résultats de ce test
pour � = 100. Face aux mesures symétriques, on voit qu'il existe un seuilde décision
avec l'entropie asymétrique pour lequel l'indice de Youden, la moyenne géométrique
et le coût sont plus souvent meilleurs. On ne peut par contre pas conclure à une
amélioration de la F-mesure, du rapport de vraisemblance oudu taux d'erreur. Ces
résultats étant très proches de ceux observés tableau 5.5, on en déduit que les règles
de décision utilisées sont cohérentes, car elles permettent d'obtenir le meilleur de
chaque modèle.

Il est important de visualiser les courbes ROC et RP pour comprendre le compor-
tement des di�érentes mesures. La �gure 5.11 présente l'exemple du jeu de données
réelles "Masses". Nous préférons nous intéresser à la courbe RP qui traduit mieux la
capacité d'un modèle à détecter une classe minoritaire, la courbe ROC étant insen-
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F L youden
vs. Shannon 14/0/8 9/0/13 17/0/5++

vs. Gini 17/0/5 ++ 6/1/15 - 21/0/1 +++
+

vs. DKM 12/3/7 8/1/13 17/3/2 +++

vs. Erreur 17/0/5++ 11/0/11 18/0/4 ++
++

G erreur cout
vs. Shannon 17/0/5++ 7/2/13 17/0/5 ++

vs. Gini 21/0/1 +++
+ 8/2/12 21/0/1 +++

vs. DKM 17/3/2 +++ 5/6/11 17/3/2 +++

vs. Erreur 18/0/4++
++ 10/5/7 18/0/4 ++

Tab. 5.6 � Comparaison de l'entropie asymétrique avec des critères usuels
(Meilleures mesures pour tous les seuils, pour� = 100)

sible au déséquilibre du jeu de données [DH00a]. Les courbesRP du jeu de données
"Masses" montrent que lorsqu'on se situe sur des taux de rappel bas, il est préférable
d'utiliser un critère symétrique pour obtenir la meilleureprécision possible. Mais dès
lors que l'on cherche à augmenter le taux de rappel, et dans cet exemple à partir
d'un taux de rappel de 40%, il devient préférable d'utiliserl'entropie asymétrique.
Ce résultat, qui se con�rme sur la plupart des jeux de donnéesdu banc d'essai nous
parait être l'aspect essentiel de l'usage d'un critère asymétrique pour les arbres de
décision. En e�et, l'approche consistant à utiliser un critère classique puis à simple-
ment à diminuer le seuil de décision lorsque la classe d'intérêt est peu représentée a
globalement pour e�et d'augmenter le rappel et diminuer la spéci�cité et la précision
sur cette classe (on se déplace le long de la courbe).

Pour véri�er si lorsqu'on cherche à augmenter le rappel, l'usage de l'entropie
asymétrique o�re un meilleur taux de précision et une meilleure spéci�cité observons
la �gure 5.15, qui présente en abscisse di�érents taux de rappel, et en ordonnée le
pourcentage de jeux de données du banc d'essai pour lesquelsl'entropie asymétrique
o�re la meilleure précision5 (les ex aequoayant été supprimés).

Ainsi pour un rappel de 55%, l'entropie de Shannon fournit une meilleure préci-
sion que l'entropie asymétrique pour 50% des jeux de données. Mais pour un taux de
rappel de 75%, l'entropie asymétrique fournit une meilleure précision que l'entropie
de Shannon dans 65% des cas. L'entropie asymétrique est plussouvent meilleure
que l'indice de Gini à partir d'un rappel de 30%, et qu'une fonction de coût sy-
métrique à partir d'un rappel de 36%. Les résultats que l'on observe pour l'indice
de Gini et de la fonction de coût correspondent aux observations réalisées dans le
chapitre 3 concernant la sensibilité à l'asymétrie des critères : le coût et l'indice de
Gini font partie des critères les plus sensibles à l'asymétrie. C'est pour cette raison

5Les résultats sont proches si l'on observe la spéci�cité au lieu de la précision.
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Courbes ROC Courbes RP

Fig. 5.11 � Courbes ROC et RP du jeu de données Masses

que [DH00b] leur préfère le critère DKM.

Face aux autres critères Gini, DKM et coût, le nombre de victoires de l'entropie
asymétrique est de plus en plus signi�catif à partir d'un taux de rappel situé autour
de 65% (pour 22 jeux de données, le test des signes est signi�catif à 5% à partir de
16 victoires, soit 72% des jeux de données). Par contre si le graphique des victoires
de l'entropie asymétrique sur l'entropie de Shannon indique une certaine tendance,
il est à noter que les tests des signes n'indiquent pas de supériorité signi�cative. Les
�gures 5.13 et 5.12 montrent les résultats des tests des signes et des tests des rangs
signés pour un seuil de 5%.

Fig. 5.12 � Test des signes sur le critère de précision, pour di�érents taux de rappel

Notons que ces résultats sont légèrement améliorés si on retire du banc d'essai
les jeux de données où la proportion de classe minoritaire est supérieure à 1

3, ce
qui laisse penser que plus le jeu est déséquilibré, plus il est intéressant d'utiliser
l'entropie asymétrique (�gure 5.14).
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Fig. 5.13 � Test des rangs sur le critère de précision, pour di�érents taux de rappel

Fig. 5.14 � Pourcentage de victoires de l'entropie asymétrique face à l'entropie de
Shannon, selon si on conserve ou pas les jeux de données peu déséquilibrés

Ainsi pour conclure cette première phase, nous constatons que l'utilisation de
l'entropie asymétrique, dans les conditions de notre expérimentation, provoque une
amélioration des mesures classiques d'évaluation d'un modèle face à l'entropie de
Shannon. Les mesures concernant le couple sensibilité/spéci�cité (l'AUC-ROC, la
moyenne géométrique, le rapport de vraisemblance et l'indice de Youden) sont amé-
liorées, mais concernant le couple rappel/précision (la F-mesure) on n'observe pas
d'amélioration. Ceci est dû au fait que plus le jeu de donnéesest déséquilibré, plus
un gain de rappel entraîne une chute forte de la précision ; cequi est n'est pas le
cas pour spéci�cité dont la baisse est indépendante de la distribution des classes.
L'e�et que nous retenons est que lorsqu'on cherche à augmenter le rappel sur une
classe minoritaire, l'utilisation d'un critère asymétrique tend à augmenter le taux de
précision.
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vs. Entropie de Shannon vs. Indice de Gini

vs. DKM vs. Fonction de coût symétrique

Fig. 5.15 � Pourcentage de victoires de l'entropie asymétrique pour di�érents taux
de rappel

5.5.0.4 Comparaison de l'entropie asymétrique à d'autres c ritères asy-
métriques

Nous comparons à présent l'entropie asymétrique à trois critères asymétriques : la
fonction de coût, la méthode qui consiste à pondérer les individus avant d'appliquer
l'entropie de Shannon, et la méthode d'entropie décentrée [LLV07]. Ces critères sont
représentés sur la �gure 5.16.

Les tableaux 5.7 et 5.8 présentent les résultats des di�érentes mesures, le premier
en appliquant une règle de décision classique, et le second en parcourant tous les
seuils de décision et en retenant la meilleure valeur. On voit qu'on ne peut pas
a�rmer la domination de l'entropie asymétrique sur l'un ou l'autre critère. Ces
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Fig. 5.16 � Critères asymétriques pourW =
�

2
10; 8

10

�

résultats semblent indiquer une équivalence entre les di�érents critères asymétriques
en termes de performance.

AUCROC AUCRP prof nbregles spe
vs. Coût 13/0/9 11/0/11 7/0/15 7/0/15 7/0/15
vs. Pondération 10/0/12 11/0/11 11/1/10 6/3/13 11/1/10
vs. OCE 11/0/11 6/0/16 - 14/1/7 19/2/1 +++ 1/1/20 - - -

sen pre F L Youden
vs. Coût 16/1/5+ 13/0/9 15/0/7 12/0/10 16/0/6 +

vs. Pondération 7/4/11 12/1/9 13/1/8 11/1/10 11/1/10
vs. OCE 15/5/2++ 4/1/17 - - 7/2/13 5/1/16 - 10/1/11

G Erreur Cout
vs. Coût 16/0/6+ 9/0/13 16/0/6 +

vs. Pondération 12/1/9 12/1/9 11/1/10
vs. OCE 11/1/10 3/3/16 - - - 10/1/11

Tab. 5.7 � Comparaison de l'entropie asymétrique avec des critères asymétriques
(� = 100)

La �gure 5.17 présente le pourcentage de victoire de l'entropie asymétrique (en
termes de précision) face aux autres critères pour di�érents taux de rappel. Face à
la méthode de pondération des individus, l'entropie asymétrique ne permet pas de
gain de précision signi�catif (même si son taux de victoire est supérieur à 50% pour
la plupart des taux de rappel). L'entropie asymétrique est dominée par la méthode
OCE, sauf pour les taux de rappel très élevés : elle fournit une meilleure précision
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F L youden
vs. Coût 12/0/10 9/0/13 15/0/7
vs. Pondération 12/1/9 11/1/10 11/1/10
vs. OCE 7/1/14 5/2/15 - 10/1/11

G erreur cout
vs. Coût 15/0/7 8/4/10 15/0/7
vs. Pondération 11/1/10 8/7/7 11/1/10
vs. OCE 10/1/11 3/6/13 - 10/1/11

Tab. 5.8 � Comparaison de l'entropie asymétrique avec des critères usuels
(Meilleures mesures pour tous les seuils, pour� = 100)

dans 50% des cas à partir d'un rappel de 75%. Face à une fonction de coût, l'entropie
asymétrique est par contre plus intéressante dès que le rappel dépasse 60%.

Si l'on observe le taux de victoire des di�érents critères asymétriques face à
l'entropie de Shannon (�gure 5.18), on constate que la tendance est la même : un
critère asymétrique o�re une meilleure précision que l'entropie de Shannon lorsque
le rappel augmente. Au vu de ces di�érents tests il parait di�cile de conclure à une
domination d'une méthode asymétrique sur l'autre, mis à part la fonction de coût
qui est globalement moins performante.

Visa [VR05], dans le cadre d'expérimentations sur l'échantillonnage, note que la
distribution "idéale" pour fournir le meilleur modèle n'est ni la distribution d'ori-
gine des données, ni l'équilibre. Il s'interroge dès lors sur la détermination de cette
dernière. De la même manière on peut s'interroger sur le paramètre W de l'entropie
asymétrique. Durant toutes nos expérimentations, nous l'avons �xé égal à la distribu-
tion originale du jeu de données. Or, il existe peut-être un paramétrage intermédiaire
qui fournit de meilleurs modèles. Ceci est illustré par la �gure 5.19 (p.112) qui pré-
sente les courbes RP du jeu de données "german" (dont le déséquilibre d'origine est
de 30%), avec di�érentes valeurs du paramètrew+ de l'entropie asymétrique. On
voit qu'à chaque valeur dew+ correspond une zone de rappel où la précision est plus
élevée ; et plus le paramètrew+ diminue, plus cette zone correspond à des taux de
rappel élevés. Pour ce jeu de données, si on se contente d'un rappel situé entre 0 et
40% il est préférable d'utiliserW =

�
1
2 ;1

2

�
, ce qui est équivalent à l'indice de Gini. Le

paramétrageW =
�

3
10; 7

10

�
, qui correspond au déséquilibre d'origine, est intéressant

pour un rappel situé entre 56% et 76%.

Si on considère l'enveloppe des courbes présentées sur cette �gure, on obtient
la meilleur précision obtenue par l'entropie asymétrique pour les di�érents paramé-
tragesW. Nous avons fait varier ce paramètre en le �xant successivement à w+ = 0;5
(ce qui équivaut à l'entropie de Shannon pour les méthodes OCE et pondération,
à l'indice de Gini pour l'entropie asymétrique et au taux d'erreur pour la fonction
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vs. Pondération vs. Entropie décentrée (OCE)

vs. Fonction de coût

Fig. 5.17 � Pourcentage de victoires de l'entropie asymétrique pour di�érents taux
de rappel

de coût), w+ = 0;4, w+ = 0;3, w+ = 0;2 et w+ = 0;1. La �gure 5.20 présente les
résultats de l'entropie asymétriquevs les autres. On voit que la tendance croissante
habituellement observée disparaît. Face à la méthode OCE, on constate un taux de
victoire oscillant autour de 50% quel que soit le rappel : il existe donc des para-
métragesW optimaux rendant les deux méthodes équivalentes. Face à la méthode
de pondération des individus on note que si on utilise un paramétrage optimal,
l'entropie asymétrique assure une meilleure précision pour les taux de rappel inter-
médiaires. Par contre aucun paramétrageW de la fonction de coût ne permet de la
rendre meilleure que l'entropie asymétrique.

Pour conclure cette deuxième phase, nous constatons qu'il est di�cile de dépar-
tager les di�érents critères asymétriques, mis à part la fonction de coût qui ne donne
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Fig. 5.18 � Pourcentage de victoires de deux méthodes asymétriques face à l'entropie
de Shannon

pas de bons résultats. Si le paramètreW est �xé en fonction du déséquilibre du
jeu de données, on observe une tendance à préférer l'entropie asymétrique lorsque
le rappel est très élevé. Les di�érences observées sont duesaux di�érentes formes
des critères considérés. Mais il existe généralement un paramétrageW permettant
d'obtenir la même précision avec la méthode OCE et la méthodede pondération des
individus.

5.6 Discussion

5.6.1 Synthèse

Après avoir rappelé les méthodes existant pour évaluer les performances de mo-
dèles d'apprentissage supervisé en situation d'asymétrie, nous avons proposé une
évaluation de l'usage de l'entropie asymétrique et de l'impact du choix du seuil de
décision.

Pour tirer des conclusions de ces évaluations rappelons le contexte de ce travail.
L'objectif de l'apprentissage supervisé sensible à l'asymétrie est d'améliorer l'appren-
tissage de la classe minoritaire, car les modèles classiques ont tendance à classer les
individus vers la classe majoritaire. Les modèles obtenus ont donc un faible rappel
sur cette classe. Une méthode simple pour régler ce problèmeest de baisser le seuil
de décision. Mais en agissant ainsi la précision risque de diminuer à mesure que le

- 111 -



Chapitre 5. Évaluation des modèles

Fig. 5.19 � Courbes RP du jeu de données german pour di�érentes valeur deW

rappel augmente : on observe une augmentation du nombre de faux positifs.

Nous avons réalisé de multiples tests a�n de mesurer les e�ets de chaque para-
mètre. Il en ressort que lorsqu'on se déplace le long de la courbe RP à la recherche
d'un meilleur rappel, il existe généralement un point à partir duquel la précision est
plus élevée si on utilise un critère asymétrique. Cette tendance est observée pour
tous les critères symétriques considérés : face à l'entropie de Shannon, l'indice de
Gini, le critère DKM et la minimisation du taux d'erreur, l'entropie asymétrique est
plus intéressante en termes de précision au fur et à mesure que l'on se déplace vers
des taux de rappel élevé. Concernant les critères asymétriques, on observe la même
tendance face à une fonction de coût, et dans une moindre mesure face à la mé-
thode d'entropie décentrée (OCE). Face à la méthode de pondération des individus
la tendance est stable, mais les résultats sont généralement meilleurs avec l'entropie
asymétrique quel que soit le taux de rappel.

Ces résultats ont été obtenus en �xant le paramètreW (ou les coûts) des critères
asymétriques en fonction du déséquilibre d'origine des jeux de données. Une autre
série de tests a permis de constater qu'entre les méthodes d'entropie asymétrique
et OCE il existe un paramétrage qui rend ces méthodes équivalentes en termes de
performance. Le meilleur paramétrage de l'entropie asymétrique o�re par contre
toujours de meilleurs résultats qu'une fonction de coût.
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vs. Pondération vs. Entropie décentrée (OCE)

vs. Fonction de coût

Fig. 5.20 � Pourcentage de victoires de l'entropie asymétrique pour di�érents taux
de rappel, considérant localement le meilleur paramètreW

5.6.2 Conclusions et perspectives

Les performances des modèles d'arbre de décision sur des jeux de données dés-
équilibrés sont sensibles à chaque paramètre : le choix du critère de partitionnement,
le choix du seuil de décision (ou le positionnement sur les courbes ROC et RP), ainsi
que le paramètreW dans le cas de critère asymétrique. Il ne semble pas envisageable
de déterminer de manière automatique un paramétrage optimal, principalement pour
deux raisons. Premièrement ces paramètres sont très dépendants du jeu de données
considéré. Mais la plus importante à nos yeux est que ces paramètres dépendent
fortement des attentes de l'utilisateur envers le modèle. Le dé� est donc non pas
de proposer un paramétrage optimal global, mais plutôt le paramétrage optimal lo-
cal, pour un type de modèle voulu. En nous basant sur cette idée nous pouvons
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noter qu'observer un indicateur global ne nous renseigne pas su�samment sur les
performances d'un modèle : il est important d'observer les résultats pour di�érentes
sensibilités (ou taux de rappel), comme nous l'avons proposé.

Une extension intéressante serait d'expérimenter des approches ensemble, par
exemple en agrégeant des modèles utilisant di�érents paramétrages W. Ce type
d'approches a donné de bons résultats avec des techniques d'échantillonnage. Chaque
paramètre W donnant des modèles plus précis sur une certaines zones de rappel,
considérer un ensemble de modèles agrégeant les résultats de di�érents paramétrages
pourrait être intéressants. Nos tests montrent par ailleurs que seulement 5 modèles
(avec W 2 f 0;1; 0;2; 0;3; 0;4; 0;5g) permettent d'obtenir une enveloppe de la courbe
RP satisfaisante.

Nous avons expérimenté les di�érents points abordés dans cemémoire, a�n d'ob-
server les e�ets de di�érents critères de partitionnement et seuils d'a�ectation, toutes
choses égales par ailleurs. Cependant nous n'avons pas proposé de comparer l'uti-
lisation d'arbres de décision asymétriques avec les autresméthodes tenant compte
de l'asymétrie, présentées chapitre 2. Il sera nécessaire de comparer ces résultats
avec d'autres méthodes permettant de prendre en compte l'asymétrie, notamment
les méthodes d'échantillonnage.

Des expérimentations pour les cas où le nombre de classes estsupérieur à deux
pourront également être réalisées, même si la plupart des problèmes déséquilibrés
concernent des problèmes de détection d'une seule classe minoritaire. De plus les
problèmes déséquilibrés à plusieurs classes peuvent souvent être résumés à une classe
contre les autres. Il existe néanmoins des domaines où les classes sont nombreuses
et déséquilibrées, comme par exemple l'étiquetage de textes.
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Conclusion

6.1 Bilan

Dans nombre de problèmes réels d'apprentissage supervisé les classes sont dés-
équilibrées, c'est à dire que la classe d'intérêt est beaucoup moins représentée que
le cas général. C'est notamment le cas dans le domaine médical, lorsqu'on cherche à
induire des modèles permettant de prédire la présence d'unemaladie chez un patient.

Le double objectif que nous nous sommes �xé dans cette thèse est d'une part la
mise en exergue du fait que le déséquilibre des classes perturbe l'apprentissage par
arbre de décision, et d'autre part la proposition de solutions permettant d'améliorer
cet apprentissage. Le dé� sous-jacent à ces travaux est un projet industriel : la mise
au point d'un système d'aide au diagnostic du cancer du sein àpartir de mammo-
graphies numériques. Pour atteindre ces objectifs nous avons abordé le problème de
l'asymétrie à travers trois étapes du processus d'apprentissage par arbre : le critère
de partitionnement (chapitre 3), l'a�ectation des classes(chapitre 4) et l'évaluation
des modèles (chapitre 5).

Nous avons commencé par présenter l'état de l'art d'un domaine relativement
récent de l'apprentissage supervisé, à savoir l'apprentissage sur données déséquili-
brées, problème également lié à l'apprentissage sensible aux coûts. Cette revue de
la littérature nous a permis de constater que l'un des fondements des arbres de
décision n'avait pas vraiment été remis en cause : il s'agit de l'utilisation de l'entro-
pie (entropie de Shannon ou entropie quadratique) comme critère d'évaluation de la
quantité d'information d'une distribution. En e�et, utili ser ce type de mesure revient
à considérer que la distribution véhiculant le moins d'information est la distribution
uniforme.
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Considérant que certaines propriétés de l'entropie, commesa forme concave, sont
importantes à conserver, nous avons proposé une axiomatique permettant de dé�nir
une famille de mesures d'entropie mieux adaptées à l'apprentissage sur classes dés-
équilibrées. A partir de cette dé�nition nous avons ainsi pudéterminer une nouvelle
mesure d'entropie appelée entropie asymétrique. Cette mesure respecte toutes les
propriétés de l'entropie, excepté le fait qu'elle prend sonmaximum non plus pour
l'uniformité mais pour une distribution de référence.

Le deuxième point des arbres de décision que nous avons abordé est l'extraction
de règles de décision à partir de l'arbre, a�n d'obtenir un modèle de prédiction. Nous
avons ainsi proposé di�érentes règles d'a�ectation, dont l'une appelée la règle des
crêtes se base sur le critère de partitionnement utilisé.

En�n après avoir présenté les méthodes d'évaluation des modèles pour le cas par-
ticulier de l'asymétrie, nous avons mené des tests pour évaluer l'apport des méthodes
que nous avons proposées. Ces expérimentations nous ont permis de tirer plusieurs
conclusions. La plus importante est que lorsqu'on se positionne sur des taux de rap-
pel élevés sur les courbes rappel / précision, l'usage d'un critère asymétrique permet
d'obtenir une meilleure précision et une meilleure spéci�cité. Nous avons également
noté que l'usage de l'entropie asymétrique en �xant le paramètre W égal à la dis-
tribution d'origine du jeu de données fournit de meilleurs résultats que la méthode
consistant à pondérer les individus en fonction du poids de leur classe avant d'ap-
pliquer un critère classique. Cependant en considérant l'ensemble des paramétrages
W des di�érentes méthodes asymétriques testées, on constatequ'il est di�cile de les
départager.

Durant cette thèse nous avons été amenés à traiter d'autres problèmes, qui ne
�gurent pas dans ce mémoire. Nous avons notamment participéà la mise au point
de méthodes de segmentation d'images, pour la détection descancers de type masse.
Concernant l'apprentissage, nous nous sommes également penchés sur des questions
de labellisation des objets segmentés, en essayant de labelliser automatiquement les
zones issues de la segmentation. Ainsi, une première série de modèles a été construite
en considérant comme cancéreuse toute zone ayant une intersection avec une an-
notation proposée par un radiologue. Cette phase n'ayant pas produit de résultat
intéressant, nous nous sommes donc penchés sur une labellisation plus �ne.

Pour conclure, rappelons que ces travaux ont été e�ectués dans le cadre d'une
conventionCifre (Convention Industrielle de Formation par la Recherche). Environ
80% du temps a ainsi été passé en entreprise. Parallèlement aux travaux de recherche
présentés dans ce mémoire la conception et le développementde plusieurs logiciels
ont été menés, en particulier en tant que chef de projet de la station de diagnostic
Smart Viewer. Les méthodes que nous avons proposées ont pu être implémentées
dans logiciel Smart Look, le système d'aide au diagnostic deFenics, dont nous avons
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également conçu l'architecture générale. Grâce à ces deux logiciels nous avons pu pré-
senter régulièrement les résultats de nos travaux aux radiologues avec lesquels nous
travaillons. De nombreuses discussions avec les utilisateurs ont ainsi permis des amé-
liorations aux produits, tant en termes de résultats duCad que d'ergonomie et de
présentation de l'aide au diagnostic. Cette opportunité depouvoir mener un travail
de recherche en entreprise, et particulièrement une jeune entreprise dynamique et
innovante a été une expérience extrêmement enrichissante.

6.2 Perspectives de recherche

Un aspect important des arbres de décision n'a pas été abordésous l'angle de
l'asymétrie des classes durant nos travaux : il s'agit de la taille optimale de l'arbre. Or
la limitation de la profondeur de l'arbre, que ce soit un critère d'arrêt durant la phase
d'extension (ou "pré-élagage") ou une méthode de post-élagage, a une in�uence sur
la qualité des résultats. La propriété de consistance de l'entropie asymétrique, si
la � -estimation est utilisée, permet d'obtenir une limitation de la profondeur de
l'arbre satisfaisante ; et des variations du paramètre� n'altèrent pas les résultats de
manière signi�cative. Mais la mise au point d'une méthode d'élagage, dans la lignée
de [BKK+ 98] mais basée non sur des coûts mais sur l'entropie asymétrique, nous
parait être une perspective intéressante.

Le paramètreW de l'entropie asymétrique correspond à la distribution desclasses
contenant le moins d'information. Intuitivement, il s'agit de la distribution de proba-
bilité des classes, que l'on peut raisonnablement estimer par la distribution d'origine
du jeu de données d'apprentissage. Or, tout comme la strati�cation équiprobable
n'est pas nécessairement le meilleur redressement à e�ectuer, utiliser comme distri-
bution W la situation initiale n'est pas nécessairement la meilleure solution. Tout
dépend des attentes des utilisateurs envers le modèle, qui peuvent beaucoup varier
selon de domaine d'application. Si des tests plus approfondis peuvent permettre
de trouver un paramétrage optimal et une règle de décision maximisant un certain
critère, le "meilleur modèle" sera toujours un choix subjectif, fonction de l'usage
du modèle. Lors de nos travaux sur la mise au point d'unCad mammographique,
nous avons constaté que certains radiologues préfèrent un modèle sensible, détou-
rant à l'écran le plus de zones suspectes possibles, même si cela risque d'encombrer
l'a�chage de faux positifs. D'autres, au contraire, préfèrent un CAD proposant uni-
quement des zones étant très probablement des cancers. Un exemple de solution
mise en place est un outil permettant aux utilisateurs de faire varier le seuil d'accep-
tation. Nous n'avons pas proposé dans ce mémoire de trouver un seuil d'acceptation
optimal, mais plutôt essayé d'évaluer les modèles indépendamment du seuil. Des
approches ensembles agrégeant les résultats de modèles pour di�érents W peuvent
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être envisagées. En�n, notons qu'une approche alternativepour �xer le paramètre
W serait de le modi�er à chaque nouveau partitionnement selonla distribution du
n÷ud parent.

Nous avons constaté durant la phase d'expérimentation que les indices globaux
ne sont pas adaptés à l'évaluation, car ils masquent les di�érences entre les modèles
de di�érentes sensibilités. En utilisant un classement desjeux de données en fonction
de la précision pour chaque tranche de rappel, nous avons pu observer que l'entro-
pie asymétrique est préférable lorsqu'on recherche des modèles plus sensibles : plus
on observe la précision pour des taux de rappel élevés, plus le nombre de jeux de
données pour lesquels l'entropie asymétrique est meilleure augmente. Cependant la
tendance observée masque également le fait que le point de basculement dépend du
jeu de données. Une méthode de comparaison plus �ne de modèles pour di�érents
taux de rappel pourra être inspirée de la visualisation que nous avons proposée. En
particulier, il n'est pas satisfaisant de comparer la précision de di�érents jeux de
données à rappel égal. On pourrait par exemple noter un gain de rappel en fonction
d'une méthode de base, et étendre cette visualisation aux comparaisons multivariées.
Des indices permettant de résumer l'information contenue dans la courbe (comme
le coe�cient directeur, pour indiquer une tendance), peuvent être mis au point.

Nous n'avons pas mené de test sur des problèmes à plus de deux classes car
la grande majorité des articles présentant des méthodes pour l'apprentissage des
classes déséquilibrées porte sur des problèmes à deux classes. Or la méthode que
nous proposons ici est adaptée à n'importe quel nombre de classes. De plus les
di�érentes règles d'a�ectation que nous avons proposées prennent leur sens lorsque
le nombre de classes est supérieur à deux. Des expérimentations devront donc être
menées sur des problèmes déséquilibrés à plus de deux classes.

En�n, l'entropie asymétrique étant basée sur des propriétés bien dé�nies, elle
pourrait être utilisée dans d'autres cadres que l'induction d'arbres de décision.
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Cette annexe présente les démonstration des propriétés de l'entropie asymétrique
a�n de montrer qu'elle satisfait la dé�nition 3.4.1 (p.56). L'entropie asymétrique est
dé�nie par

HW (P) =
1
k

kX

i =1

hwi (pi )

avec

hw(p) =
p(1 � p)

p(1 � p) + ( p � w)2

P = ( p1; : : : ;pk)

W = ( w1; : : : ;wk)

1. Étude de la fonction de contribution à l'entropie

1.1. Domaine de dé�nition

P et W étant des distributions de probabilités on travaille uniquement sur :

p 2 [0; 1]

w 2 [0; 1]

hw(p) n'est pas dé�nie quandp(1 � p) + ( p� w)2 = 0. Chaque terme de cette somme
étant positif ou nul, h n'est pas dé�nie si les conditionsp(1 � p) = 0 et (p� w)2 = 0
sont réunies simultanément, donc sip = w alors quew = 1 ou w = 0. Pour éviter
cet écueil nous considérerons donc le domaine de dé�nition

p 2 [0; 1]

w 2]0; 1[
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1.2. Signe de la dérivée

La dérivée dehw(p) est dé�nie par

@hw (p)
@p

=
(� 1 + 2w)p2 � 2w2p + w2

(� p + 2pw � w2)2

Cette dérivée s'annule quand(� 1 + 2w)p2 � 2w2p + w2 = 0. Les racines de ce
polynôme de degrés 2 sont

p1 = w

p2 =
w

� 1 + 2w

Le signe de la dérivée est le signe de(� 1+2w), sauf entre les racines. On considère
trois cas de �gures :

1. w < w
� 1+2 w , soit w > 0;5.

Dans ce cas on a w
� 1+2 w > 1. La dérivée est du signe de(� 1 + 2w) si p 2 [0;w],

et du signe de(1 � 2w) si p 2 [w; 1]. Or si w > 0;5, on a (� 1 + 2w) > 0. La
dérivée est donc positive quandp < w, et négative quandp > w.

2. w > w
� 1+2 w , soit w < 0;5.

Dans ce cas on a w
� 1+2 w < 0. La dérivée est du signe de(1 � 2w) si p 2 [0;w],

et du signe de(� 1 + 2w) si p 2 [w; 1]. Or si w < 0;5, on a (� 1 + 2w) < 0. La
dérivée est donc également positive quandp < w, et négative quandp > w.

3. w = 0;5.

Dans ce cas la deuxième racine w
� 1+2 w n'est pas dé�nie. La dérivée deh vaut

4 � 8p. Cette dérivée est donc positive quandp < 0;5, et négative quand
p > 0;5.

Pour tous les cas de �gure du domaine de dé�nition, on a donc

@hw (p)
@p

> 0 si p < w

@hw (p)
@p

= 0 si p = w

@hw (p)
@p

< 0 si p > w
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1.3. Concavité

La concavité dépend du signe de la dérivée seconde, donnée par

@2hw(p)
@p2

hw(p) = 2 w2 w2 + 1 � 2w

(� p + 2pw � w2)3

Cette expression est toujours dé�nie sur le domaine de dé�nition. Elle est nulle si
w = 0 ou w = 1, mais est toujours positive sur le domaine de dé�nition. La fonction
de contribution à l'entropie hw(p) est donc strictement concave sur le domaine de
dé�nition.

1.4. Tableau de variation

Nous pouvons résumer l'étude dehw(p) dans le tableau de variation suivant :

p 0 w 1
@2hw (p)

@p2
� 2(w2+1 � 2w)

w4 + 2
w(w� 1) + � 2w2

(w2+1 � 2w)2

@hw (p)
@p ( 1

w2 ) + 0 � (� 1
w2+1 � 2w )

1
hw(p) % &

0 0

2. Étude de l'entropie asymétrique

Propriété de minimalité (3.4.1)

La valeur minimale deh est atteinte quand p = 0 ou p = 1. HW (P) sera donc
nulle si l'une des modalité a une probabilité de 1. Si l'estimateur de Laplace est
appliqué, quandni = N et N ! 1 alors pi ! 1, donc HW (P) ! 0.

Propriété de maximalité (3.4.2)

hw(p) atteint sa valeur maximal quandp = w. La valeur maximale deHW (P)
sera donc atteinte quandpi = wi pour toutes les classesi .

- 121 -



Annexe 1.

Propriété permutation (3.4.3)

HW (P) est la moyenne deshw(p) pour chaque classe, elle est donc insensible à
la permutation de ses termes.

Propriété de concavité (3.4.4)

Une somme de fonctions concaves est concave.hw(p) étant strictement concave,
HW (P) est strictement concave sur le domaine de dé�nition.

Propriétés de consistance (3.4.5) et de fusion (3.4.6)

HW (P) ne satisfait pas "naturellement" ces propriétés : à fréquences égales, l'en-
tropie est la même quelque soit l'e�ectif considéré. Ces deux propriétés dépendent
en fait de l'estimation des probabilitéspi qui interviennent dans la dé�nition de l'en-
tropie asymétrique. Dans le cas général on estime ces probabilités par les fréquences
f i :

f i =
ni

N
Cependant on peut appliquer la� -estimation [Ces90] :

p̂i =
ni + wi �
N + �

En utilisant cette estimation, à fréquence égalêpi se rapproche dewi , et donc l'en-
tropie augmente, à mesure queN diminue. Les propriétés de consistance et de fusion
sont donc assurées.
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