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Probabilités

Le formalisme

= £ : expérience aléatoire

= Q) : ensemble des résultats possibles de & (univers)
m AcQ:événement

Opérations sur les événements

® union AU B : Aou B (ou les 2) est réalisé

® intersection AN B : A et B sont réalisés en méme temps
si AN B =0, A et B sont incompatibles

= complémentaire A : A n’est pas réalisé

Propriété : AN (BUC)=(ANB)U(ANC)



Probabilités

Définition d’'une probabilité

Probabilité :
robabrite PO — [0,1]

A — P(A)

ou P(A) ~ évaluation des chances de réalisation de A lors d’'une
expérience aléatoire.

m 0< P(A) <1pourtout AcQ

" P(Q) =1

" ABeQtelsque AnB=10: P(AUB) = P(A) + P(B)
on dit que A et B sont incompatibles
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Probabilités

Propriétés

P(®) =0

P(A) =1 — P(A)

siAcC B: P(A) < P(B)

SiIANB+#0: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Quelques définitions

= probabilité conditionnelle que A soit réalisé sachant que B I'est

P(AN B)

P(AIB) =~ 515

® indépendance : A et B sont indépendants si P(A|B) = P(A)
= P(ANB) = P(A)P(B)
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Probabilités

Formule des probabilités totales

Soit Ay, As, ..., Ay un systeme complets d’événements, i.e. :
= AN A; =0 pour tout j # j,

" AAUAU...UA, =Q.

Alors pour tout B :

P(B) = zn: P(BN A)
i=1




Probabilités

Formules de Bayes

P(AIB) = %

et si Ay, Ao, ..., Ay est un systeme complets d’événements

P(BIA)P(A) _ _ P(BIA)P(A)

P(A;|B) =

YL P(BNA) X1, P(BIA)P(A)




Probabilités

Calculer une probabilité
Lorsqu’on sait dénombrer les événements :

nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

P(A) =

valide lorsque tous les cas sont équiprobables

Dénombrement

® nl=1x2x...xn(nombre de permutations de n objets) : nombre
de fagons de ranger n objets

= CK (combinaisons de k parmi n) : nombre de choix possibles de k

objets parmi n
n!

k!'(n— k)!

ck =



Variables aléatoires

Variable aléatoire

X: Q- E

= Q : ensemble d’événements possibles ou d’individus
m E : valeurs possibles de X

Les différents types de variables aléatoires

= quantitative
o discréte : nombre de clients E = {1,2,3,...}
o continue : taille, poids E =R
= qualitative
o nominale : couleur des yeux E = {bleu, vert, noir, ...}
o ordinale : mention au BAC E = {P,AB,B, TB...}
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Variables aléatoires quantitatives discrétes

X: Q= E avec E = {xy,..., Xk}

Distribution (loi) de X

XN<X1 R (N Xk>
P1 . PP Pk
ot p; = P(X = X)) (Ciipi=1)

On supposera (par convention)

X1 <o <X << Xk
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Caractéristiques d’'une variable discréte

Fonction de répartition

0 Si X < Xy
P Sixi < X< Xo

Fx(x)=P(X <x)={ Pt+P2 SiXe<Xx<x3

1 Si X > Xk

F(x)
1 —
Xy Xy X3X, X5 X6 x
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Caractéristiques d’'une variable discréte

Espérance

k
E [X ] = Z PiXi
i=1
valeur théorique moyenne a laquelle on peut s’attendre pour X

Propriétés
= onnote E[X]=p

= si X et Y sont deux variables aléatoires, et a une constante :
ElaX+ Y + b] = aE[X]+ E[Y]+ b

® E[XY] # E[X]E[Y] sauf si X et Y sont indépendantes
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Caractéristiques d’'une variable discréte

Variance

k k
V(X) = E[(X = EXD? = > _pilxi — pf2 =D pixf — 42

i=1 i=1

moyenne des carrés des écarts de X a sa moyenne p

Propriétés :

= on note V(X) = 02

= on appelle écart-type : o = \/W

= V(a+ X) = V(X) et V(aX) = @ V(X)

= V(X +Y)# V(X)+ V(Y) sauf si X et Y sont indépendantes
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Exemples de lois discrétes

Soit A € Q tel que P(A) = p.
Bernoulli B(p)

On réalise une expérience aléatoire £ et on définit

X =1 si Aestréalisé, 0 sinon

X~< 0 1>
1-p p

" E[X]=p
= V(X)=p(1-p)



Exemples de lois discrétes

Soit A € Q tel que P(A) = p.
binomiale B(n, p)

On répéte n fois de fagon indépendante et dans les mémes conditions
I'expérience aléatoire £

X = nombre de fois ou A est réalisé.

X~< 0 1 n)
Po Pi... Pn

avec p; = P(X = j) = Chpl(1 - p)"~

* p=0.5 and n=20
* p=0.7 and n=20
* p=0.5 and n=40

000 005 010 015 020 025

Propriétés: ettt e,
° E[X] — np 0 10 20 30 40
o V(X)=np(1-p)
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Exemples de lois discrétes

Poisson P(\)

On compte un nombre d’événements A indépendants se produisant
dans un intervalle de temps fixé

X = nombre d’événements A réal- 0.40—
isés. 0.35}
XeN 0.30|
J

avec P(X = j) = e % 20250
(X=))= Tl

e *o.1sf
Propriétés: 010l
e E[X]=2A 0.05}

o V(X)=2A 0.00




Exercice sur la loi binomiale

Lancer de dé
= je lance un dé non truqué. Quelle est la probabilité d’obtenir 6 ?

= je lance deux dés non truqués. Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins un 6 ?

= je lance dix dés non truqués. Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins un 6 ?
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Variables aléatoires quantitatives continues

X:Q— E avec ECR

P(X = x) = 0 pour tout x € E car E non dénombrable.
On s’intéresse plutét a P(X € [a, b]).

Distribution et fonction de densité
X est caractérisée par sa fonction de densité fx : R — R*

b
P(X € [a,b]) = P(X €]a, b]) = / f(x)dx

& b
Pla< X 6= FO) - Fo) = [ )
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Variables aléatoires quantitatives continues

X:Q— E avec ECR

Fonction de répartition

X peut également étre caractérisée par sa fonction de répartition
Fx:R —[0,1]

PX<a=PX<a)= /a fx(x)dx

Fz) =P(X <x) /: F(#)dt

£(1)




Caractéristiques d’une variable continue

Espérance

E[X] = /+Ooxfx(x)dx =p

—0o0

valeur théorique moyenne a laquelle on peut s’attendre pour X
De plus, pour toute fonction h : E[h(X)] = [~ h(x)fx(x)dx

Variance

v = [ mPsioax= [ o

— 00

moyenne des carrés des écarts de X a sa moyenne p
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Caractéristiques d’une variable continue

Quantile
On appelle quantile d’'ordre «, le nombre q, tel que :

PX<@g.)=a e PX<q)=1-a«a

= Pour une loi discrete, il peut exister une infinité de valeur respectant
ces deux conditions.
On prendra par convention la plus petite.

= Pour une loi continue, les deux égalités sont vérifiées.
Médiane

On appelle médiane le quantile d’ordre a = 50%.
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Exemple de loi continue : la loi normale

normale N (u, o?)
Densité de la loi normale (gaussienne) de paramétres 1 et o2 :

Fe(x) = J\/_exp< 1<x;u>2>

| - 99.T% = 430 | PI’OpI’iétéS .
I I_ ~95.4% =220 _I ° E[X] =u
~ 68.3% = tlg . V(X) _ 0.2

e symétrie :
PX<pu—a)=P(X>u+a)




Exemple de loi continue : la loi normale

Cas particulier normale centrée réduite N'(0, 1)

Il existe des tables permettant de lire P(X < u) pour u > 0.
La fonction pnorm de R donne également P(X < u) pour u donné.

Exemples :

P(X < 1.6449) = 95%
P(X <1.96) = 97.5%
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Exemple de loi continue : la loi normale

Cas particulier normale centrée réduite N'(0, 1)

La fonction gnorm donne la valeur du quantile d’ordre «, souvent notée
u,, pour la loi normale centrée réduite.




Exemple de loi continue : la loi normale

Utilité de la A/(0, 1)
Si X ~ N(u, o?)

_X-n
Z="—E~N.1)

d’ou

HX<a%=P<X;M<a_”>:P<Z<a_u>

g g

et on utilise la table.
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Exercice sur la loi normale

Calcul de probabilité normale

Soit X ~ N(2,4). Calculer, a I'aide des tables statistiques

P(X =2)

P(X > 2) et P(X >2)

PO<X<4)etP(—2< X < 6)

Soit Y ~ N(0,1). Quel lien y-a-t'il entre P(X > 4) et P(Y > 1) ?




Exemple de loi continue : la loi exponentielle

exponentielle £(\)

Modélise des durées (de vie en fiabilité, pour matériel sans usure ni
fatigue)

Densité de la loi exponentielle de
parameétre A :

fx(x) = Xe ™ six >0

Propriétés:
e E[X]=1/A
e V(X)=1/)2
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Exemple de loi continue : la loi de Weibull

Weibull W(«, 3)

Modélise des durées de vie en fiabilité

Densité de la loi de Weibull de
paramétre o, 3 :

a—1 L4 N
a (X «
f X)==3 <_> )\e_(X/ﬂ) S| X > o i; A=05 k=2 ——
)=5\5 : =
Propriétés:
e ¢ lié au vieillissement:
a=1=loi £(1/8), ]

«a > 1 = matériel qui se fatigue
e 3 lié a la durée de vie médiane:
3 = mediane/((In2)"/«)



Exemple de loi continue : la loi de Gumbel

Gumbel standard G

Modélise des valeurs extrémes (crues/magnitudes maximales
annuelles...)

Loi Normale et loi de Gumbel

Densité :

—— densité de la loi Normale
—— densité de la loi de Gumbel

fx(x)=e*¢ "six>0

densité de probabilité

Fonction de répartition :

00 01 02 03 04 05
L L L L L L

Fx(xX)=p(X <x)=€e"¢ six>0 P
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Liaison entre deux variables aléatoires
quantitatives

Covariance
On définit la covariance entre deux variables aléatoires X et Y par

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] — pxpy.

Interprétation :

Exprime la présence d’'une relation du type Y = aX + b

® Cov(X,Y) > 0: les variables varient dans le méme sens par rapport
a leur moyenne,

® Cov(X,Y) < 0: les variables varient en sens inverse,

m Cov(X,Y)=0:les variables ne sont pas corrélées linéairement
(Attention : cela n’implique pas 'indépendance (sauf si les variables
sont normales)

Remarque : Cov(X, X) = V(X)
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Liaison entre deux variables aléatoires
quantitatives

Corrélation
Comme la covariance n’est pas bornée, on définit la corrélation entre

deux variables aléatoires X et Y par

_ Cov(X,Y)

PX.Y
axoy

Propriété : px.y € [-1,1]




Liaison entre deux variables aléatoires
quantitatives

Indépendance
Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si

P({X € Ayn{Y € B}) = P({X € A)P({Y € B).

Propriétés :
® si X et Y sont a densité,
X et Y indépendantes = fx y(x,y) = fx(X)fy(y)
= X et Yindépendantes = Cov(X,Y)=0=pxy
(Attention <)
= X et Y indépendantes =
frv(2) = Ix(x) @ fyr(y) = [g Ix(U)fv(z — u)du
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Liaison entre deux variables aléatoires
quantitatives

Calcul d’inégalité aléatoire
Si X et Y sont indépendantes

PX>Y) = /_OO /_X fy(y)fx(x)dxdy

| ([ iy o
Exemple d’application :

= X : resistance d’un matériau
= Y : force appliquée sur le matériau
= P(X > Y): probabilité que le matériau résiste
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Notion d’échantillon

Soit X la variable aléatoire d'intérét.

Echantillon

On appelle échantillon toute suite Xj, ..., X, de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que la variable aléatoire X d'intérét.
Exemple :

X : taille des individus de la population francaise

Xi,..., Xy : taille de n individus choisis au hasard dans la population
frangaise.

On notera xi, ..., x, 'observation de I'échantillon aléatoire X, ..., X.
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Résumés numeériques d’une variable quantitative

Tendance centrale
= Moyenne: X = 1377 . X
= Médiane : valeur M qui partage I'’échantillon ordonné en 2

Xo + X
M = Xuy1 sinimpair, et M = %
en supposant que I'échantillon Xi, ..., X, est classé par ordre croissant

= Mode : valeur la plus observée (pour variables discretes)

Rq : X et M sont des variables aléatoires, leurs observations sur un
échantillon sont notées x = 1 3°7 | x; et m.
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Résumés numeériques d’une variable quantitative

Dispersion
= Variance (empirique) : V2 = 157 (X — X)?
= Etendue : Xmax — Xmin

m Intervalle inter-quartile : [@y, Qs]
ou le premier quartile @y est la valeur telle qu’1/4 des observations lui soient
inférieures et 3/4 supérieures (et I'inverse pour le troisieme quartile Q)




Résumés numeériques d’une variable quantitative

Forme
= skewness : coefficient d’asymétrie v, = 5ol (Xi—X)°
' M= iy

i« - .~ ; 5L (Xi=X)*
® Kkurtosis : coefficient aplatissement v, = TRV

Propriétés :

B X ~N =~ =0et~y =3 (0 pour Excel)

® ~1 > 0 : distribution décalée vers la gauche

= ~, > 3 : distribution plus aplatie qu’'une gaussienne




Représentation graphique d’une variable quantitative

Boite a moustaches

8 S S

u trait centré au milieu de la boite : médiane
" |a boite est formée par les 1er quartile g; et 3¢éme quartile gs

" |es moustaches sont définies par les valeurs observées les plus extrémes
dans lintervalle [g1 — 1.5(g5 — g1), s + 1.5(g5 — q1)]

B o : valeurs extrémes hors des moustaches
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Représentation graphique d’une variable quantitative

Histogramme : surface de chaque barre proportionnelle a I'effectif de la
classe d’observations correspondante

f

Density
0.03 0.04
I ]

0.02
I

0.01
I

]

T T T T T 1
20 30 40 50 60 70

0.00
L

datal, 13]

R% /:6§i la variable est quantitative discrete, les “barres” sont remplacées par des




Représentation graphique d’une variable quantitative

Fonction de répartition empirique :

Nx

ou Ny = #{Xi: X; < x,1 < i< n} estle nombre de données inférieures
ou égales a X.

ecf

Fr(x)
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Résumé numérique d’une variable qualitative

Si X est une variable aléatoire qualitative prenant les modalités

{m4,...,mp} on s’intéresse a

= N;=#{Xi: X; = m;j,1 < i < n} :le nombre d’'occurrences (effectif)
de la modalité m; dans I'échantillon

= F; = :la fréquence de la modalité m; dans I'échantillon




Représentation graphique d’'une variable
qualitative

Diagramme en camembert (pie-chart, gauche) et en barres (droite)
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Décrire la liaison entre deux variables quantitatives

Numérique : le coefficient de corrélation linéaire
Cov(X,Y)

X,y =
Ox0y

Graphique : le nuage de points :




Décrire la liaison entre Y quantitative et X qualitative

Numeérique : le rapport de corrélation :

Ryix =/ V&/V?

ou V§ = 137, N(Y; — ¥)? exprime la part de variabilité due & X
(Y; étant la moyenne des Y observés lorsque X = jéme modalité)
Graphique : le boxplot :




Décrire la liaison entre deux variables qualitatives

X : modalités my,...,mgr
Y : modalités o4, ..., 0¢

[ oo |- ] oc |-~ ] oc | sommes
m Nip | oo | Nig | - | Nie Ni.
my Nr1 e Nrc e NrC Nr-
Mg Ngpi | - | Nre | --- | Nre NE.
sommes | Ny [--- [ Ne |-~ | N¢ | n

Table : Table de contingence
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Décrire la liaison entre deux variables qualitatives

Mesure de liaison

= le 2 (non borng):

R N.._ NeNey2 R N2
X* = Z( mN,Nc ) =n ZZNKI -
r=1 c=1 n r=1¢=1 7€

" e d? = X—: (dépend encore de C et de R)

= le C de Cramer (€ [0,1]) C = \/%
= le T de Tschuprow (€ [0,1]) T = #(20_1)
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Notion d’estimation

X une variable aléatoire
# un parameétre caractérisant X dans une population donnée.

Ex:

= ¢ :la moyenne de X, E[X] = p

= ¢ :lavariance de X, V(X) = 02

= ¢ : la proportion de telle modalité, lorsque X est qualitative...




Notion d’estimation

X une variable aléatoire
# un parameétre caractérisant X dans une population donnée.

Ex:

= ¢ :la moyenne de X, E[X] = p

= ¢ :lavariance de X, V(X) = 02

= ¢ : la proportion de telle modalité, lorsque X est qualitative...

Généralement, 6 n’est pas connu car on ne dispose pas de mesure de X

sur toute la population
= on va chercher a estimer 6 a partir d'un échantillon X, ..., X,

= estimation ponctuelle : donner une valeur approchée de 0
= estimation par intervalle : donner un intervalle encadrant la vraie
valeur de 6 avec une certaine probabilité



Notion d’estimateur

Estimateur
Une statistique T fonction de I'échantillon : T(X,..., X,)
dont on appréciera les qualités suivantes :

= convergent: T(Xi,...,Xn) = 6
® sans biais: E[T — 0] =0
= de variance V(T) = E[(T — 6)?] minimale
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Estimation
Estimation ponctuelle
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Estimateur de I'espérance et de la variance

Estimateur de I'espérance

La statistique X = 1 3°7 | X; est le meilleur estimateur de 4
= convergent : X =%

= sans biais : E[X] =

. < 2 ..
= de variance V(X) = % minimale




Estimateur de I'espérance et de la variance

Estimateur de I'espérance
La statistique X = 1 3°7 | X; est le meilleur estimateur de 4

= convergent : X =%
= sans biais : E[X] =
= de variance V(X) = Z minimale

Estimateur de la variance  _
La statistique S? = 1= 37 | (X; — X)? est le meilleur estimateur de o2

= convergent : §2 =% 52
= sans biais : E[S?] = o2
= de variance minimale

Rq : V2 vu précédemment est biaisé E[V?] = =152
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Estimateur d’une proportion

On s’intéresse a la proportion p d’individus ayant une certaine
caractéristique dans une population.

Estimateur d’une proportion
Fox— XX
n )

ou X; est une v.a. de Bernoulli de parametre p, définie par :

x {1 si lindividu i posséde la caractére C
"7 1 Osinon.
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Estimation

Intervalles de confiance
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Intervalle de confiance sur I'espérance

Loi de X
= X~ N(p,0%) = X~ N(p, 5)
= |orsque les X; ne sont pas gaussiens

v N—oo

Théoréme centrale limite : X — N (u, "—,,2)
Intervalle de confiance sur p

IC1—a(n)
|
loi normale ou n > 30
/ \
o2 connue o2 inconnue
|

(X +ug = X — ug %] [)‘(+tn_1,a%,;(_tn_1,a%]

2 2




Intervalle de confiance sur la variance

Loi de X
= X~ N(p0?) = 5182 ~ 2

Intervalle de confiance sur o2

IC1_a(02)
|
loi normale
,u connue I inconnue
[ nV [ (n—1)s? (n—1)32]
fm_g’ 23 n 11— ’Xi—u%

63/64



Intervalle de confiance sur une proportion

Loi de F
" F= L,;X avec X; ~ B(p) = nF =1L, Xi ~ B(n, p)
m si n est suffisamment grand (np > 5 et n(1 — p) > 5) :

F~ N (p, p(1 — p))

n

Intervalle de confiance sur p

ICi—a(P)
[
np>5etn(1 -p)>5

[f+ug (/100 f - 1a-_nj
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