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Ce document a pour objetif de guider les praticiens de tousailties désirant réaliser I'analyse de
sensibilité d'un modéle mathématique, et est pour parti@iexie la thése de I'auteur [4].

Résumé

L'analyse de sensibilité globale (AS) permet d’analysematéle mathématique en étudiant I'im-
pact de la variabilité des facteurs d’entrée du modéle sual@ble de sortie. Déterminant les entrées
responsables de cette variabilité a l'aide d’'indices desibdité, 'AS permet de prendre les mesures
nécessaires pour diminuer la variance de la sortie si ceist synonyme d’imprécision, ou encore d'al-
Iéger le modéle en fixant les entrées dont la variabilitéfiiinpas la variable de sortie. Nous présentons
dans ce document les principaux indices de sensibilitéésbasr I'hypothése d’'indépendance des va-
riables d’entrée, leurs estimations, puis abordons le easrbdéles a entrées non indépendantes. Deux
applications numériques illustrent l'inteprétation degices de sensibilité dans le cas de modéle a en-
trées indépendantes et dépendantes.

Mots clés: analyse de sensibilité, décomposition de la variancécésdde Sobol, entrées dépendantes.

1 Introduction : les objectifs de I'analyse de sensibilité

Considérons un modéle mathématique qui, a un ensemble @bleard’entrée aléatoireX, fait
correspondre, via une fonctighdéterministe, une variable de sorlie(ou réponse) aléatoire :

f:RPF — R
X — Y=fX) (1)

La fonctionf du modeéle peut étre trés complexe (systeme d’équatiorseiiffielles...), et est en pratique
évaluée a l'aide d'un code informatique, plus ou moins améen temps de calcul. L'ensemble des
variables d'entré& = (X;,..., X,) regroupe toutes les entités considérées comme aléata@inssel
modele.

L'analyse de sensibilité étudie comment des perturbasondes variables d’entrée du modéle en-
gendrent des perturbations sur la variable réponse. lWaiteressé par un ouvrage de référence pourra
se référer a [12]. Il est possible de grouper les méthodewtyse de sensibilité en trois classes : les
méthodes decreeningqui consistent en une analyse qualitative de la sensgiliétla variable de sortie
aux variables d’entrée, les méthodes d’analyse locale ffL8valuent quantitativement I'impact d’une
petite variation autour d’une valeur donnée des entréemfet les méthodes d’analyse de sensibilité
globale, qui s'intéressent a la variabilité de la sortie cadéde dans I'intégralité de son domaine de va-
riation. L'analyse de sensibilité globale étudie commentdriabilité des entrées se répercute sur celle
de la sortie, en déterminant quelle part de variance de teessst due a telle entrée ou tel ensemble
d’entrées. Si I'analyse de sensibilité locale s'intérgdss a la valeur de la variable réponse, I'analyse
de sensibilité globale s’'intéresse quant a elle a sa véit@athlous nous intéressons dans ce document a
I'analyse de sensibilité globale et omettrons donc parite $adjectif global.



Les enjeux de I'analyse de sensibilité peuvent étre mekiplalidation d’'une méthode ou d’'un code
de calcul, orientation des efforts de recherche et dévelmgnt, ou encore justification en terme de sa-
reté d'un dimensionnement ou d’'une modification d’un systélitous décrivons ci-aprés les principales
guestions auxquelles I'analyse de sensibilité permetmbeer des éléments de réponse.

Les ambitions de I'analyse de sensibilité Au cours de I'élaboration, de la construction ou de
I'utilisation d’'un modéle mathématique, I'analyse de skilig¢ peut s’avérer étre un outil précieux. En
effet, en étudiant comment la réponse du modele réagit aiatieans de ses variables d’entrée, I'analyse
de sensibilité permet de répondre a un certain nombre deigues

1. Le modéle est-il bien fidele au phénomene/processus mé@él
En effet, si I'analyse exhibe une forte influence d’une Masgad’entrée habituellement connue
comme non influente, il sera nécessaire de remettre en Gagsellté du modéle ou (et) la véracité
de nos connaissances sur I'impact réel des variables d&ntr

2. Quelles sont les variables qui contribuent le plus a labdité de la réponse du modéle ?
Si cette variabilité est synonyme d’'imprécision sur la ualerédite de la sortie, il sera alors pos-
sible d’améliorer la qualité de la réponse du modéle & meicdit. En effet, la variabilité de la
sortie du modéle pourra étre diminuée en concentrant lestefur la réduction des variabilités
des entrées les plus influentes. Il doit étre précisé quendesa pas toujours possible, notamment
lorsque la variabilité d’'une variable d’entrée est intéigse a la nature de la variable et non due a
un mangue d’'information ou a des imprécisions de mesures.

3. Quelles sont au contraire les variables les moins infassht
Il sera possible de les considérer comme des paramétresitéites, en les fixant par exemple
a leur espérance, et obtenir ainsi un modele fgeravec moins de variables d’entrée. Dans le
cas d’'un code informatique, il sera possible de supprinepbeties de codes qui n’ont aucune
influence sur la valeur et la variabilité de la réponse.

4. Quelles variables, ou quels groupes de variables, gissent avec quelles (quels) autres ?
L'analyse de sensibilité peut permettre de mieux apprétregtccomprendre le phénomene modé-
lisé, en éclairant les relations entre les variables déntr

Bon nombre de publications sur le sujet explicitent et fHeist ces objectifs. On pourra se référer notam-
ment aux travaux de Saltelli et al. [13, 14, 16].

La section suivante présente les indices de sensibilitdidéfour des modéles a variables d’entrée
indépendantes, ainsi que leur méthode d’estimation. Liiose® s’intéresse aux modeles & entrées non
indépendantes, et présente deux types d’indices utiisatdns ce cas. Enfin, la section 4 présente deux
applications simulées illustrant I'intérét et I'interpaiion des indices de sensibilités, dans le cas de mo-
déles a entrées indépendantes et non indépendantes.

2 Indicateurs de sensibilité pour modeles a entrées indépdantes

Nous supposons dans cette section que les variables défiteé (X;,...,X,) du modéle sont
indépendantes.

2.1 Préambule : cas du modeéele linéaire

Supposons que le modéle étudié soit linéaire, et gqu'il ¥écous la forme suivante :

P
Y =5+ Z BiX;. (2

=1
Comme les variableX; sont supposées indépendantes, la variandé giécrit alors :

p

V(Y) =3 BV(X),

=1



ou 32V (X;) est la part de variance due a la varialile La sensibilité d&” a X; peut donc simplement
étre quantifié par le rapport de la part de variance diig sur la variance totale. On définit ainsi I'indice
de sensibilitéS RC' (Standardized Regression Coefficlent

BV (Xi)

SRC; = ViY)

3)

Il exprime la part de variance de la réporiSedue a la variance de la variabhlé;. Cet indiceSRC,
toujours positif SRC € [0, 1]), est en outre le carré du coefficient de corrélation lirgdaitre la réponse
du modéle et ses variables d’entrée.

2.2 Les indices de Sobol

Placons nous désormais dans le cas d’'une fongtialont la forme analytique n’est pas connue.
Pour apprécier I'importance d’'une variable d’entdégsur la variance de la sortig, nous étudions a
combien la variance dg décroit si on fixe la variabl&’; a une valeur} : V(Y| X; = z7). Le probleme
de cet indicateur est le choix de la valetjrde X;, que I'on résout en considérant I'espérance de cette
quantité pour toutes les valeurs possibles:HeE[V (Y| X;)]. Ainsi, plus la variableX; sera importante
vis-a-vis de la variance dg, plus cette quantité sera petite. Etant donné la formula dariance totale
V(Y) = V(E[Y|X;]) + E[V(Y|X;)], nous pouvons utiliser de fagon équivalente la quantité

V(E[Y[Xi)),

qui sera d’'autant plus grande que la variallle sera importante vis-a-vis de la variance Yle Afin
d’utiliser un indicateur normalisé, nous définissons liaedde sensibilité d& a X :

V(E[Y]X:])

STV

(4)

Cetindice est appelédice de sensibilité de premier ordrepar Sobol [17]correlation ratiopar McKay
[6], ou encorémportance measurél quantifie la sensibilité de la sortlé a la variable d’entré&;, ou
encore la part de variance dtedue a la variablex;.

Remarque. Dans le cas du modele linéaire (2), cet indice de sensitabté&gal a I'indiceS RC, puisque
V(E[Y|X,]) = V(8:X;) = B:*V(X).

Sobol [17] a introduit cet indice de sensibilité en décongmbda fonctionf du modele en somme de
fonctions de dimensions croissantes :

Y= (X1, X)) =fo+ D LX)+ D fi(Xn Xp) 4+ (X0 Xp). (5)
i=1

ou
fo E[Y],
filXs) = EY[X]—E[Y],
fz,g(XuX) = E[Y[X;, X;] - E[Y|X;] — E[Y|X;] + E[Y],
fm-?k,(Xz, Xr) = EY|X;, X Xk,] - E[Y|X;, Xj] — E[Y|X;, Xi] — E[Y|Xj,Xk,] o

La variance d&, V, peut alors se décomposer selon le théoréme suivant.

Théoréme. Décomposition de Sobol de la variance.
La variance du modele & entrées indépendantes (1) se déserepa

V= ZV+ > Vit Vi, (6)

1<i<j<p



ou

Vo = VEYIX.X) ViV,
Vig = V(E[Y|X;, X;, Xy]) = Vij = Vig = Vi = Vi = V; = Vg,

p

Vip = V=Y Vi— > Vy—...— > Vi,
=1

1<i<j<p 1<i1<...<ip_1<p

Sobol se base sur cette décomposition pour définir des mdieasensibilité d’ordre supérieur a un.
Lesindices de sensibilité d'ordre deux

expriment la sensibilité de la variance Yea I'interaction des variableX; et X, c'est-a-dire la sensi-
bilité de Y aux variablesX; et X; qui n'est pas prise en compte dans I'effet des variableeselks
indices de sensibilité d’ordre trois :

Vijk
Vv

Sijk =

expriment la sensibilité de la variance Heaux variablesX;, X; et X; qui n'est pas prise en compte
dans l'effet des variables seules et des interactions deexi®. Et ainsi de suite jusqu’a I'ordge
L’ interprétation de ces indices est facilepuisque grace a (6)eur somme est égale a,let étant tous
positifs, plus I'indice sera grand (proche de 1), plus laalsle aura d'importance.

Le nombre d’'indices de sensibilité ainsi construit, dedierl a I'ordrep, est égale @ — 1. Lorsque
le nombre de variables d’entr@eest trop important, le nombre d’indices de sensibilité egpl L'esti-
mation et l'interprétation de tous ces indices deviennéatisnpossible. Homma et Saltelli [2] ont alors
introduit des indices de sensibilité totaux, qui exprimargensibilité totale de la variandé a une va-
riable, c'est-a-dire la sensibilité a cette variable smugds ses formes (sensibilité a la variable seule et
sensibilité aux interactions de cette variable avec désutariables).
L’indice de sensibilité total S, a la variableX; est défini comme la somme de tous les indices de
sensibilité relatifs a la variabl&; :

St, = Z Sk. (7)
k#i

ou #i représente tous les ensembles d’indices contenant lérdic
Exemple : pour un modéle a trois variables d’entfge = S; + S12 + S13 + S123.

2.3 Estimation des indices de Sobol

Estimation de Monte Carlo Dans beaucoup de problémes scientifiques, on est amenéudecalc
une intégrale du type

- /D F(x)dsx,

ou D est un espace de plus ou moins grande dimensighyeé fonction (intégrable). Sait;, ...,z la
réalisation d’'unV-échantillon d’une variable aléatoire uniforme gur Nous supposons cet échantillon
pris de maniére totalement aléatoire (échantillonnagd@ail&). Une approximation depar la méthode
de Monte Carlo est faite par :

La convergence (presque sdre) Be vers découle directement de la loi forte des grands nombres.
Cette méthode d’estimation permet alors d’estimer I'e@pée de toute fonction d’une variable aléatoire



de densité quelconque par
N
. 1
ELFQO) = 5 Y fa),
=1

ou (z;);=1..~ est unN-échantillon de réalisations de la variable aléatdireLe taux de convergence
d’une méthode de Monte Carlo est@iN ~2).

Bon nombre de méthodes alternatives ont été proposées p@lioeer la convergence, parmi les-
quelles les méthodes de simulation pseudo-probabijstesnme I'échantillonnage stratifié ou par hy-
percube latinl(HS) [7], les méthodes de Quasi-Monte Carlo [8], ou encore lehoues de Quasi-Monte
Carlo Randomisé [10]. L'échantillonnage stratifié coresgstdécouper I'espace des variables d’entrée en
petits espaces disjoints, puis a échantillonner au seihaeun de ces sous espaces. L'échantillonnage
LHS est basé sur le méme principe, en s’assurant que le décoaphijmi des espaces équiprobables,
et que chaque espace est bien échantillonné; le quadrdkadait dans le cube unité, pour un tirage
aléatoire d’échantillon uniforme, puis ces échantilloostdransformés via la fonction de répartition
inverse. Les méthodes de Quasi-Monte Carlo sont des verdiéerministes des méthodes de Monte
Carlo. Ces méthodes définissent des séquences d’échantibterministes qui ont une discrépance plus
faibles que les séquences aléatoires, c’est-a-dire gg’elit une meilleure répartition uniforme dans
I'espace des variables d’entrée. Ces méthodes de quaseMiamlo permettent d’obtenir une conver-
gence plus rapide e®(N~(logN)P~1) (sous des conditions relativement faibles de régularitg)de
Les méthodes de Quasi-Monte Carlo Randomisé, sous ceytzoneitions peu restrictives sifiront un
taux de convergence eﬁ’n(N*% (logN)pT_l), et permettent une approximation de I'erreur d’estimation
Owen [9] présente ces méthodes comme une ré-randomisas@eduences utilisées dans les méthodes
de quasi-Monte Carlo : on prend les séquences déterministisces dernieres, et on les transforme en
variables aléatoire;. Cette transformation se fait par exemplepas a;,+U mod 1,0uU ~ U[0, 1]P.

Estimation des indices de sensibilité par Monte Carlo

Considérons urN—échantiIIonf((N) = (Tg1,...,%p)k=1..~ de réalisations des variables d’entrée
(X1,...,Xp). Lespérance d&, E[Y] = f, et sa variance, &) = V, sont estimées par :
1 N 1 N 2
fOZNI;f(wklauwwkp)v et V:N;fQ(xklw-kap)_fO- 8)

L'estimation des indices de sensibilité nécessite I'eatiom d’espérance de variance conditionnelle.
Nous présentons une technique d’estimation due & Sobol [17]
L'estimation des indices de sensibilité de premier ordje@hsiste a estimer la quantité :

V; = V(E[Y|X;]) = E[E[Y|X;]*] —E[E[Y|X;]]* = U; — E[Y]?,

la variance d&” étant estimée classiquement par (8). Sobol propose deslénguantitd/;, c’est-a-dire
I'espérance du carré de I'espérancédeonditionnellement X;, comme une espérance classique, mais
en tenant compte du conditionementaen faisant varier entre les deux appels a la foncfitoutes les
variables sauf la variabl&;. Ceci nécessite deux échantillons de réalisations desblas d’entrée, que

nous notons’i'((}v)) etf(((fv)) :

N

g 1 1) 1) (1 (1) (1) (2) (2) 1 (2 (2)

Ui = N Zf (xm e L1y Thi > Th(ip1)r - "'L'kp) f (xm v L1y Thi o Thig1) < Thp ’) :
k=1

Les indices de sensibilité de premier ordre sont alors éstipar :

~ ~2

A _E_Ui—fo
1% v

P =

L«pseudo» puisqu’elle consiste en un échantillonnage rtatetnent aléatoire



Vij

Pour les indices de sensibilité de second offjfe=

,ou:

Vij =V(EY|X:, X;]) = Vi = V; = Uy —EY? =V, =V},

nous estimons les quantités; = E[E[Y|X;, X,]?] de la méme maniére, en faisant varier entre les deux
appels a la fonction toutes les variables sayet X :

N
; 1 (1) (1) (1) (1) n M) (1)
Uiy = N kz f (xm v PGio1ys T s Trgiprys 0 Th(G—1) Thg s The(rnyr - o 7xk:p)
=1
2 2 1) (2 2 1) (2 2
TN B I B S OO ) B

Lindice S;; est alors estimé par :

N .2 N N
Sﬁu_Uij_fO -Vi-V;
ij = V .

Et ainsi de suite pour les indices de sensibilité d’ordreésigpr.

Remarque. L'estimation des indices de sensibilité d’ordre(l1 < i < p), nécessite I'estimation des
indices de sensibilité d'ordréea i — 1.

Par contre, les indices de sensibilité totaux peuvent &tienés directement. En effet, on remarque
facilement que I'indice de sensibilité total peut s’écrire
V(EY[X i]) Vei

St =1- V(Y) =l

ou V.; est la variance de I'espérance Heconditionnellement a toutes les variables sauyf V.; est
alors estimée commg;, sauf qu’'au lieu de faire varier toutes les variables sgyfnous ne faisons
varier uniqguemenk;.

Ainsi, pour estimeV.; = E[E[Y | X.;]%] — E[E[Y|X~:]]> = U~; — E[Y]?, on estimeU..; par :

N
- 1 (1) (1) @ (1) (1) (1) @) (1) (1)
Ui = N Zf (xkl s TGy T ,xk(i+1),...,xkz)) f (xkl s TGy i i) ...,xkp,) ,
k=1
et on obtient

“ 2
~ Ur\/z_fo
T v

i

Quels indices estimer : stratégie a adopter En utilisant une taille d’échantillon de Monte Carlo
de N, le nombre réel de simulations des variables d’entrée sées a I'estimation des indices de sen-
sibilité est2N, puisque cette estimation nécessite deux jeux de simafatice nombre d’appels a la
fonction du modéle est alor§ x (k + 1), ouk estle nombre d'indices estimés. Pour un modéle/a-
riables d’entrée, I'estimation de tous les indices de &ditéinécessitéV x (27) appels a la fonction. En
revanche, n’estimer que les indices de premier ordre ehtisds totaux ne demande givex (2p + 1)
appels.

Il conviendra donc d’estimer dans un premier temps les @xlde permier ordre et les indices totaux.
S'il existe des écarts importants entre ces deux indicest cjue la part des interactions est non négli-
geable et il peut étre utile d’estimer les indices d’ordrgéerimédiaires. Dans le cas contraire, I'effet des
variables d’entrée sera principalement de premier orditevetsera pas utile de s’intéresser aux indices
d’ordres intermédiaires.

En pratique, une taille d’échantillon de I'ordre de 1000tassuffisante pour estimer les indices de sen-
sibilité d’'un modéle comportant une dizaine de variablentiée. En outre, il sera possible d’estimer
la variabilité des estimateurs obtenus par boostrap. luerégl modéle demande un temps d’exécution
important, il est illusoire de vouloir utiliser de telle taid’échantillon en un temps raisonnable. On a
en général recourt a une approximation de la foncfidisurface de réponse), permettant de faire des



simulations intensives et donc d’estimer les indices dsibéité. Le lecteur interessé par une revue des
méthodes de surface de réponse pour I'analyse de sersiulirra se référer a [3] par exemple.

2.3.1 Laméthode de McKay

La méthode d’estimation des indices de sensibilité de preordre proposée par McKay, [6], se
base sur I'échantillonnage par hypercube latin répliqeéHSampling. A partir d’'un N-échantillon
créé selon le plan d’échantillonnage par hypercube ldimp(emiéres lignes de la matrice ci-dessous),
on créer réplications (paquet d& lignes) en permutantindépendamment et aléatoirement keeurs
de chaque variable (i.e. colonne). La réunion descedplications donnerd&’ x r échantillons pour
chaque variable. Ce schéma d’échantillonnage par hypeietib répliqué peut étre représenté par la
figure 1.

1 ;
Tk N x;k Yik
r réplicationg x N valeurs : . —

1
TNy
entréed entrée$
1<j< N : Nvaleursdes variables d’entrée (prises dans des intesv@tjuiprobables),
1<Ek<r : rpermutations des N-vecteurs de simulations des entrées,

1<i<p : pparametres.

FiG. 1 — Echantillonnage par hypercube latin répliqué.

Les moyennes suivantes sont alors définies :
1 r 1 N
?j.:;kzlyjk yzﬁzlyj,v
— =

ou7;. est la moyennenter réplications efj est la moyenne sur toutes les valeurg/de

L'estimation de I'indice de sensibilité de premier ordrel@eariableX;, défini par (4) nécessite I'esti-



mation des quantités(#[Y'| X;]) et V(Y"). La variance totale \¥") peut étre estimée par :

T N
1
Ve (v) 2: D ik —7.4)% 9
k 1 ]:1

Ve(v)

N 1 = N . .
ouy, = N Z yir etV (Y') sont les estimations de la moyenne et de la variancg de sein de la

J:
réplicationk (intra réplications). En utilisant la formule classique de I'arsal de la variance, pour une
somme de carréatra etinter réplications, qui s’écrit :

r N r N r N
S i -9° = ZZ D7D D (i —T4)°

k=1j=1 k=1 j=1
inter intra
r r N
= NY @ =0+ Wi —71)%
k=1 k=1 j=1
ona:
P 1 r N 1 r
vy ~7) Te—7)°
V) =522 Wik =0 ==~ (74— 7)

k=1 j=1 k=1

Or, pour un échantillonnadeHS, comme K7, — 7)?] est ens;, le dernier terme de cette égalité peut
étre considéré comme négligeable pour une taille d’édh@amiV suffisamment grande. McKay propose
alors 'estimation de la variance totale suivante :

N r
— 3 > -
j=1k=1

Soient?j, etY les variables aléatoires dopt ety sont les realisations sur notre matrice d’échantillon-
nage. Comme :

E((V; ~ V)] ~ V(V;) = VET, X)) +EV(Y, X)) = VEIYIX]) + EM(Y]X)

le terme (E[Y'|X;]) est estimé par :

j=1 j=1k=1

N r

Z 7,)? est lestimateur de [¥/(Y|X;)], avecy'} et7\” obtenus en fixant, pour
la vanabIeX“ lesr réplications, ;@Zk constant suk, c’est-a- d|rexJ1 = xﬂ = .. = xér pour tout
1 <j<N).

L'indice de sensibilité de premier ordre de la varialillg défini par (4) est alors estimé par :




3 Modéles a entrées dépendantes

L'hypothése de I'indépendance des facteurs d’entréefaiteédemment est nécessaire pour garantir
l'interprétabilité des indices (un indice d’ordre un n’eixpe plus la sensibilité a une unique variable si
cette derniére est corrélée avec d’autres) et la validitéutenéthode d’estimation par Monte-Carlo (les
intégrales multidimensionnelles sont évaluées comme iekijis d’'intégrales unidimensionnelles).
Nous présentons dans cette section les stratégies pegsthleréaliser une analyse de sensibilité sur un
modéle a variables d’entrée non indépendantes.

3.1 Indices multidimensionnels

Lorsque toutes les variables d’entrée ne sont pas dépasjamiis qu’elles peuvent étre regroupées
en clusters de variables dépendantes (les variables aw'seirtluster sont dépendantes mais les va-
riables de différents clusters sont indépendantes), ppessible de considérer des indices de sensibilité
mutlidimensionnels [5] qui expriment la sensibilité de &iance d&” a un cluster de facteurs.

Si par exemple les deux variablés et X; sont dépendantes, mais indépendantes du reste des autres
variables, la sensibilité & la variable bidimensionnélg, X ;) sera exprimé par l'indice multidimen-
sionnel

o V(BEYIX,X)
{ig} — V(Y)

Il est possible de définir des indices d’ordre supérieuriexqmt la sensibilité d&” a I'interaction entre
cette variable bidimensionnell&;, X;) et d'autres variables uni ou multidimensionnelles. Lestelts
de variables étant indépendants entre eux, I'interpriéalet en particulier la sommation des indices de
tout ordre & 1) est conservée.

L'estimation de ces indices peut étre faite par Monte Carkraine approche similaire a celle utilisée
pour estimer les indices de sensibilité de Sobol classi(pfes] pour plus de détails).

3.2 Utilisation des indices de Sobol d’ordre 1

Lorsque I'analyse de sensibilité est menée dans le but dersawelle variable ou quel groupe de
variables qui, une fois fixé, conduit a la plus grande réduatie la variance d¥, Saltelli et Tarantola
[15] expliquent que les indices de sensibilité d’ordre umt$oujours les indicateurs a utiliser en présence
de corrélation. En effet, si en présence de corrélatioditie d’ordre unS; n’exprime plus uniquement
la sensibilité a une variabl®; mais également une partie de sensibilité aux variableslasquelles elle
est corrélée, fixeX; conduit a également jouer sur la distribution des variables lesquelles elle est
corrélée, et donc conduit a réduire d’autant plus la vagatecla réponse du modeéle.

Si I'estimation de Monte-Carlo des indices de premier optgsentée précédemment (section 2.3) n'est
plus valable en I'absence d’'indépendance entre les vagabéntrée, la méthode de McKay (section
2.3.1) est toujours valable. Néanmoins, cette méthoddinli@son est trés gourmande en nombre d’éva-
luations de la fonctiorf du modeéle, ce qui peut étre problématique lorsque I'évalnale f est coliteuse
en temps de calcul. Nous présentons ci-aprés une méthastandiéon par polyndmes locaux réduisant
considérablement ce nombre d'évaluations [1].

Estimation par polynémes locaux La méthode d’estimation des indices de sensibilité d’otchte

Da Veiga [1] consiste a estimer dans un premier temps I'espérdeY” conditionnellement a chaque
variable d’entréeX;, puis dans un second temps a estimer la variance de cett@esp&onditionnelle
pour obtenir I'estimateur de I'indice de sensibilité. Laamtage principal de cette méthode est qu’elle ne
fait appel gu’a un nombre réduit d’appel a la fonction, caintment a la méthode de McKay précédente.
Notonsm;(z) = E[Y|X; = x]. On approchen(z) localement par un polynéme

m;(z) ~ Z Bi(z — x)’ Vz € V(x)
=0



ou V(x) un voisinage de:;, symbolisé par une fonction noyd( (de parametre d'échellg) pondérant
I'estimation par moindres carrés :

2

n P -
: L XJ—
B = argming E Y7 — E Bi(X) — ) K< zh 33),
Jj=0

=1

avec (X7, Y7);=1,» un échantillon de réalisations du cougl¥;, Y). Utilisant un second échantillon
(X7);=1,» de réalisations de la variablé;, indépendant du premier, on peut estimer classiquement la
variance den;(z) par :

Ui = —— 3 (ms(X7) — i)?

n —1

n
J=1

ounm,; = Z?;l m;(X7)/n'. Il suffit alors de diviser par I'estimation de la varianceXgour obtenir
une estimation de l'indice de sensibilité d’ordregin

4 Ouitil logiciel sous R et illustrations numériques

Dans cette section, aprés avoir précisé les packagesmettant des réaliser des analyses de sensibi-
lité, nous présentons deux analyses de sensibilité de emsiahulés, dans le cas d’entrées indépendantes
puis non indépendantes.

4.1 Outil logiciel sous R

Packagesensitivity Le packageensitivity [11]du logicielR, disponible sur le site du
CRAN? permet de calculer les indices de sensibilité de Sobol ptésalans ce document, lorsque les
variables d’entrée sont indépendantes.

La fonctionsobol permet de calculer les indices de tout ordre, tandis quenatifan sobol 2002
permet d’estimer les indices de premier ordre et d’ordral tdtpartir d'un nombre d’échantillons plus
réduit que la fonctiorsobol . Ces deux fonctions retournent des intervalles de confiaatimés par
bootstrap.

Packagesensiti vity-dependent Unpackageensitivity-dependent pourle logi-
ciel R, disponible sur le site de I'auteljpermet de calculer les indices de sensibilité multidinensels
(fonctionsobol _nul ti ) etles indices de sensibilité de premier ordre par la métldedvicKay (fonc-
tionntkay) en présence de variables d’entrée dépendantes. La fosctfiml _nul ti fourniten outre
une estimation de la variabilité des estimations par bapstr

4.2 lllustration de modeles a entrées indépendantes

Nous considérons trois modeéles a entrées indépendantes :
— le modeéle linéair&” = 9X; + 6X, + 3X3 + X, avecX; ~ U[0,1],

— le benchmark d’Ishigami [12) = sin(X) + 7sin?(Xy) + )f—g sin(X7) ouX; ~ U[—m, x| pour

i=1,2,3,
— le benchmark de Sobol [12]y = []}_, “*LI=2+40l aveca = [0,1,4.5,9,99,99,99,99] et
X; ~ U0, 1].

Les indices de sensibilité de premier ordre et totaux, &stitnl'aide de la fonctiosobol 2002 du
packagesensi ti vi ty, sont donnés dans la table 1. La taille d’échantillon @é#diest 10000, et les
intervalles de confiance sont obtenus par 100 réplicationtstrap.

2http ://cran.r-project.org/web/packages/sensitivity/
Shttp ://labomath.univ-lillel.frijacques/
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variable \ indice ordre 1 intervalle de confian¢eindice total intervalle de confiance
modeéle linéaire

X1 0.593 [0.523,0.661] 0.684 [0.603,0.753]
Xo 0.252 [0.200,0.298] 0.300 [0.250,0.345]
X3 0.071 [0.055,0.097] 0.068 [0.045,0.089]
Xy 0.009 [0,0.019] 0.007 [0,0.016]
Ishigami benchmark
X3 0.305 [0.269,0.338] 0.578 [0.546,0.607]
Xo 0.4356 [0.403,0.462] 0.428 [0.402,0.452]
X3 ~ 0 [0,0.011] 0.254 [0.232,0.282]
Sobol benchmark
X4 0.759 [0.701,0.813] 0.769 [0.718,0.807]
Xo 0.146 [0.123,0.175] 0.290 [0.258,0.316]
X3 0.025 [0.017,0.034] 0.038 [0.022,0.053]
Xy 0.003 [0,0.010] 0.019 [0.010,0.029]
X5 aXg ~0 ~0 ~ 0 ~0

TAB. 1 — Indices de sensibilité de premier ordre et totaux paumedeéles linéaire, d’Ishigami et de Sobol.

Lecture des résultats Nous présentons ci-dessous un exemple de lecture desitégdtr le modéle
d’Ishigami :

— Lavariable qui a le plus d'influence sur la variance de ldisdau sens de l'indice total, c’est-a-
dire en prenant en compte les interactions avec les autrigles), est la variabl&;, avec un
indice total de).6 et prés d880% de la variance d& expliquée a elle seule.

— La variableX, n'intervient que seule (indice d’ordre un équivalent a @ediotal), en expliquant
pres det0% de la variance d&.

— LavariableX3 n’a aucune influence seule, mais a une influence relativeimgatrtante en inter-
action (avecX;), avec un indice total d’envirof.3.

— On en déduit que la variance tfeest due pout0% a X5, 30% a X; et30% a l'interaction entre
X, et Xs.

Notons également que dans cet exemple, I'interaction éatret X3 est due a une relation non additive
entre ces deux variables dans I'expression du modéle.

Interprétation des résultats Afin d’intepréter les valeurs des indices de sensibilité&gifixons tour

a tour chaque variable du modéle a son espérance et exaniimgrat que cela a sur la distribution de

la sortieY'. La figure 2 présente sous la forme de boite & moustachesldtté obtenus, pour les trois
modéles linéaire, d’Ishigami et de Sobol (de gauche a Jr@ie chaque graphique, la premiere boite (a
gauche) correspond a la distribution initiale YieLes boites suivantes correspondent aux distributions
deY lorsque les variables sont fixées une a une, en les ordonaagauthe a droite selon leur ordre
décroissant d'importance (au sens de l'indice de sersilidtal).

Comme attendu, la plus grande réduction de variance estuden fixant la variable ayant I'indice
de sensibilité total le plus important. Mais il faut avoitesprit que modifier la distribution d’une variable
d’entrée (pour réduire sa variance) n’agit pas uniguemenasariance d&” : en effet, sauf dans le cas
d’'un modele linéaire, une modification de la distributios datrées influe également la position centrale
de la distribution. Il conviendra donc de s’assurer avamhddifier la distribution d’une variable d’entrée
dans le but d’améliorer le pouvoir prédictif du modele, qakecci est bien justifiée et réaliste.

4.3 lllustration de modeles a entrées dépendantes

Dans cette seconde illustration numérique, nous consigdéeamodele :

Y = X; + Xo X3 + X3,
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FiG. 2 — Distributions d&” en fonction de la variable d’entrée fixée, pour les trois nexiBnéaire, d’Ishi-

gami et de Sobol.

ou (X1, X», X3, X4)? est un vecteur gaussien d’espérafice,, 1, 1)* et de matrice de variance
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Les indices de sensibilités multidimensionnels de premidre et totaux sont estimés a l'aide de la
fonctionsobol _mul ti du packagesensiti vity-dependent avec une taille d’échantillon de
10000. Les résultats (estimation moyenne et écart-typ&@uréplications bootstrap) sont donnés par
la table 2 et la figure 3. La table 2 présente également letatssd’estimation des indices d’ordre un
par la méthode de McKay (20 réplications de I'échantillagggnaHS), obtenus par la fonctiortkay du
packagesensi ti vity-dependent.

indice ordre 1

indices multidimensionnels

variable |  (McKay) ordre 1 total
X1 0.073 0.061 (0.014) 0.069 (0.008)
X, 0.060 0.049 (0.013) 0.298 (0.016)
X3 0.078
X, 0526 0.634 (0.016) 0.882(0.012)

TAB. 2 — Indices de sensibilité de premier ordre et totaux du headiéshigami.

FiG. 3 —Indices de sensibilité multidimensionnels de premidreoet totaux

12



Sur cet exemple, les indices d’ordre un estimés par McKays riodiquent une importance pré-
pondérante de la variabl¥,, et aucune influence des autres variables (seules). Lel cislindices
multidimensionnels nous permet d’aller plus loin dangémprétation :

— la variableX; a également une influence significative grace a des intersctivec d'autres va-

riables,

— les variablesX; et X, (et non pas uniquemeti,) expliquent certes a elles seules une grande

partie de la variance de (environ60%), mais également une autre partie non négligeable de cette
variance a travers l'interaction avec la variaidle.

5 Discussion

L'analyse de sensibilité globale a pour objectif de détaeni’impact des variables d’entrée sur la
variabilité de la sortie d’'un modéle mathématique. Danatede modéles a entrées indépendantes (cas le
plus fréquement abordé dans la littérature mais pas fonsEimplus répandu en pratique), les indices de
sensibilité expriment la part de variance de la sortie duegjge variable d’entrée. De nombreux travaux
ont permis de développer des méthodes d’estimation effatc@mples & mettre en oeuvre, que le prati-
cien pourra intégrer sans probléme a ses propres codesodé dddus attirons néanmoins I'attention du
praticien quant a I'interprétation et I'utilisation desuodtats de sensibilité, comme nous 'avons illustré
précédemment : modifier la variance de la variable d’entrgsus influente pour diminuer I'incertitude
de prédiction du modele n’influe pas uniquement sur la vadade la sortie. L'hypothése d'indépen-
dance des entrées faite précédemment est primordiale eatieipn ne doit surtout pas s’aventurer a
des analyses de sensibilité classiques lorsque son maglgdspecte pas cette hypothése. Dans une telle
situation, il dispose soit des indices de sensibilité rdirtensionnels lorsque les entrées ne sont pas
toutes dépendantes entre elles, soit des indices de di@silmrdre un classiques mais estimés par des
méthodes spécifiques au cas d’entrées dépendantes : mdthbtiKay, facile d'implémentation, ou de
Da Veiga, plus complexe mais beaucoup moins gourmande é&maéeas du modéle.
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