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Avant-propos

Ce support est dédié aux tests paramétriques de comparaison de populations.

Comparaison de populations. Stricto sensu, les tests de comparaisons de populations cherchent
a déterminer si K (K > 2) échantillons proviennent de la méme population relativement a la variable
d’intérét. Nous sommes dans le cadre de la statistique inférentielle : & partir d’échantillons, nous tirons
des conclusions sur la population. Au dela de ces aspects purement théoriques, les applications pratiques

sont nombreuses. Un test de comparaison répond & des questions trés concrétes :

— Vérifier que la teneur en sel du hamburger de la marque A est différente de celle de la marque
B. Pour cela, on réalise un prélévement dans les différents restaurants de chaque marque. On
compare les moyennes des teneurs en sel de chaque type de hamburger (cf. comparaison de moyennes,
échantillons indépendants).

— Evaluer la réduction de la variabilité des piéces produites par une machine en introduisant de
nouvelles normes de qualité (cf. comparaison de variances).

— Dans un couple marié, composé de 2 personnes actives, I’lhomme a-t-il un salaire plus élevé que sa

compagne (cf. comparaison sur échantillons appariés).

On peut aussi considérer la comparaison de populations sous 'angle de ’étude de la liaison entre une
variable catégorielle et une variable continue. Par exemple, pour les habitations, on veut analyser 'effet
du type de chauffage utilisé et le montant de la facture annuelle. Ou encore, analyser le role bénéfique de
différents additifs de carburants sur la consommation des véhicules. Dans ce cadre, la variable catégorielle

sert & définir les sous populations, la variable continue correspond au caractére que ’on cherche a étudier.

Paramétrique. On parle de tests paramétriques lorsque l'on fait 'hypothése que les variables qui
décrivent les individus suivent une distribution paramétrée. Dans ce support, nous analyserons prin-
cipalement (mais pas seulement) le cas des variables continues gaussiennes. Les paramétres sont
estimés & partir des échantillons et, dans ce cas, les tests reviennent simplement & les comparer puis-
qu’elles définissent de maniére non ambigué la distribution. Ainsi, concernant la distribution gaussienne,
les tests porteront essentiellement sur la moyenne et ’écart type. L’hypothése de normalité n’est pas aussi

restrictive qu’on peut le penser, nous en discuterons de maniére détaillée plus loin.

Ce support se veut avant tout opérationnel. Il se concentre sur les principales formules et leur mise
en oeuvre pratique avec un tableur. Autant que possible nous ferons le paralléle avec les résultats fournis

par les logiciels de statistique. Le bien-fondé des tests, la pertinence des hypothéses & opposer sont peu
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4 Avant-propos

ou prou discutées. Nous invitons le lecteur désireux d’approfondir les bases de la statistique inférentielle,

en particulier la théorie des tests, & consulter les ouvrages énumérés dans la bibliographie.

Un document ne vient jamais du néant. Pour élaborer ce support, je me suis appuyé sur différentes
références, des ouvrages disais-je plus tot, mais aussi des ressources en ligne qui sont de plus en plus
présents aujourd’hui dans la diffusion de la connaissance. Les seuls bémols par rapport & ces documents en
ligne sont le doute que ’on pourrait émettre sur I’exactitude des informations prodiguées, mais la plupart
de leurs auteurs sont des enseignants-chercheurs qui font sérieusement leur travail ; une disponibilité plus
ou moins aléatoire, au gré des migrations des serveurs et de la volonté de leurs auteurs, auquel il est trés
difficile de remédier; les informations sont disparates, avec une absence d’organisation, & la différence
des ouvrages qui suivent une ligne pédagogique trés structurante. Néanmoins, ces ressources en ligne
renouvellent profondément le panorama des documents disponibles pour les enseignements. La gratuité

n’est pas le moindre de leurs atouts.

Concernant ce support de cours, rendons & César ce qui lui appartient, il a été en grande partie inspiré

par les références suivantes :

1. Pour les tests univariés : le manuel Engineering Statistics Handbook du NIST, disponible en ligne
http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/index.htm, en particulier le chapitre 7 "Product and
Process Comparisons". Ce site est d’autant plus remarquable que les techniques présentées sont
programmeées dans le logiciel DATAPLOT qui fait référence auprés des statisticiens (http://www.
itl.nist.gov/div898/software/dataplot/document.htm).

2. Pour les tests multivariés : le cours en ligne de S. Rathbun et A. Wiesner du PennState Univer-
sity, "Applied Multivariate Statistical Analysis (STAT 505)", http://www.stat.psu.edu/online/
development/stat505/

3. De maniére plus globale, 'ouvrage de Howell [7]. Voila un document que je trouvais initialement un peu
bavard, voire rebutant pour le fanatique des formules que je suis. En insistant un peu, aprés plusieurs
relectures, je me suis rendu compte de la richesse extraordinaire du texte, du recul serein de ’auteur
par rapport aux techniques, et de la profusion exceptionnelle des références bibliographiques. Le site
Web associé a 'ouvrage (http://www.uvm.edu/~dhowell/methods/index.html) propose différentes
ressources : les données utilisées dans le texte, les corrections des exercices, les erratum, des liens vers

d’autres sites relatifs aux techniques statistiques.

Enfin, selon expression consacrée, ce support n’engage que son auteur. Toutes suggestions ou com-

mentaires qui peuvent en améliorer le contenu sont le bienvenu.
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Table des matiéres 1

Concernant ’hypothése de normalité

L’hypothése sous-jacente de normalité n’est pas aussi restrictive qu’on peut le penser disions nous

plus haut. I y a plusieurs raisons a cela :

— Tout d’abord, il est possible de transformer les variables de maniére & se rapprocher de la loi
normale. Les fonctions les plus connues sont le log ou la racine carrée. Avec les fonctions de Box-Cox,
nous disposons d’outils paramétrables qui nous permettent de réaliser au mieux I'opération .

— Certains tests sont robustes c.-a-d. méme si ’on s’écarte légérement des hypothéses sous-jacentes
initiales, ils restent valables. Il faut vraiment que la violation soit patente (distributions tres dis-
symétriques ou bimodales) pour que la procédure ne soit pas opératoire. D’autres en revanche ne
sont pas robustes du tout, les tests d’égalité des variances de Fisher et de Bartlett par exemple
s’effondrent totalement dés que ’on s’écarte, méme légérement, de la distribution gaussienne. Nous
distinguerons clairement les différences de comportement dans notre texte.

— Lorsque les effectifs augmentent, le théoréme central limite joue a plein. En effet, il stipule
que la somme de variables aléatoires de méme moyenne et écart-type tend vers la loi normale?.
De fait, les statistiques composées & partir d’une somme de variables aléatoires, la moyenne mais
aussi la proportion, tendent vers la loi normale dés que les effectifs sont suflisamment élevés (de
Pordre de 30 en pratique), quelle que soit la distribution initiale sous jacente. Ce résultat élargit
considérablement le champ d’action des tests que nous présenterons dans ce support de cours. Ce

qui explique d’ailleurs leur popularité dans la pratique.

Bien entendu, si aucune des conditions ci-dessus ne sont réunies, il est inutile de s’entéter. On se
tournera avantageusement vers les tests non paramétriques. Ils feront I'objet d’un support spécifique

prochainement.

Notations

Les données proviennent de K échantillons (2, (k =1,..., K). La variable X est notée en majuscule,
la valeur pour I'observation n° est notée x; en minuscule. Parfois, il sera nécessaire de trier les valeurs,
dans ce cas la série triée sera notée z(;) c.-a-d. x(1) correspond & la plus petite valeur. L’effectif global est

n, les sous-échantillons comportent ny observations, avec n =ny + ...+ ng.

La moyenne théorique (resp. estimée) est notée p (resp. z = 1 37" | ;).

L’écart type théorique (resp. estimée) est notée o (resp. s = \/ﬁ Yo (zi —2)?).

Toutes les statistiques conditionnelles, associées aux sous-populations, sont indicées par k (ex. la
moyenne théorique de la sous-population n°1 sera (1, etc.). La valeur de I'individu n°¢ dans ’échantillon

(), sera notée x;
Sauf mention contraire, nous choisirons comme seuil de signification « = 5% pour tous les tests de ce
support.

1. Voir http://eric.univ-1lyon2.fr/“ricco/cours/cours/Test_Normalite.pdf concernant les tests de nor-

malité et la transformation de Box-Cox
2. Voir http://fr.wikipedia.org/wiki/Théorémes_limites_(probabilités)
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2 Table des matiéres

Données

L’analyse d’un fichier de demandeurs de crédits servira de trame dans ce support. Nous l'utiliserons
pour illustrer les différents tests que nous présentons. Il comporte n = 50 observations. Chaque ligne
correspond & un ménage composé d’'un homme, d’'une femme et éventuellement des personnes & charge

(les enfants principalement). Les variables sont les suivantes (Figure 0.1) :

Numéro |Sal.Homme|Sal.Femme| Rev.Tete Age Acceptation|Garantie.Supp| Emploi
1 7.92 772 742 369 oui hypotheque cdd
2 7.97 7.49 776 3.689 oui caution cdd
3 5.97 710 B35 353 non non cdd
4 7.85 738 7.24 3.78 oui caution cdd
5 6.67 6.76 5.46 378 oui hypotheque cdd
5] E.B9 B.51 E.72 416 non hypotheque cdd
7 729 693 B.43 337 oui hypotheque cdd
8 753 751 7.52 359 oui hypotheque cdd
a 748 725 B.46 347 aui non cdi
10 727 6.60 B.59 3.30 oui hypotheque cdi
1 7.28 747 B.97 356 oui non cdi
12 g.40 8.07 7.84 376 aui caution cdi
13 746 B6.79 B.26 3.40 oui hypotheque cdi
14 0.42 8.01 7.83 347 oui non cdi
15 7.3 744 742 3.8 hoh nan cdd
16 747 7.58 7.53 3.78 oui non cdi
17 7.B6 7.50 7.29 364 oui hypotheque cdi
18 5.53 708 6.03 374 oui hypothegue cdi
19 B.98 729 B.74 3.83 non hypotheque cdd
20 7.80 738 761 397 oui hypotheque cdi
21 767 7 B3 727 3.87 oui hypothegue cdi
2 7.28 7.05 77 3.30 oui caution cdi
23 7A7 6.86 b.62 3.40 non hypotheque cdd
24 742 725 B.42 3.40 hoh nan cdd

[ 25 783 a7 7.40 3.76 oui hypotheque cdi
26 7.33 714 7.24 318 oui hypotheque cdi
27 5.02 6.03 2.1 325 oui hypothegue cdi
2 7.63 a7 B.79 3.66 oui non cdi
29 E.18 6.40 5.30 4.08 oui non cdi
30 787 753 B.B3 343 oui nan cdi
3 7.36 778 6.90 3.74 oui hypotheque cdi
32 8.03 794 729 3178 oui non cdi
33 5.46 8.12 5.30 369 oui hypothegue cdi
34 B.64 712 6.2 3.50 oui hypotheque cdi
35 7.92 792 b.62 3.66 oui non cdi
36 7.14 720 B.26 378 non hypothegue cdd
37 713 6.85 6.08 3.85 non caution cdd
38 743 720 7.32 411 oui hypotheque cdi
39 8.78 8.58 8.69 378 oui nan cdi
40 8.28 785 768 3.74 oui hypotheque cdi
41 6.31 6.57 575 366 non hypotheque cdd
42 7.48 597 7.26 374 non hypothegue cdd
43 7.48 6.98 B.85 337 non hypotheque cdi
44 7.69 711 7.44 416 non hypotheque cdi
45 744 718 B.91 378 hoh nan cdi
46 747 724 B.45 3.66 oui hypotheque cdi
47 8.17 8.23 8.23 395 oui non cdi
48 7.40 728 7.358 3.09 non hypothegue cdi
49 7.26 6.81 7.06 4.16 non non cdi
50 7.50 716 7.35 4.08 non hypotheque cdi

Fig. 0.1. Fichier des demandeurs de crédits

1. Le logarithme du salaire de ’homme (Sal.Homme) ;
2. Le logarithme du salaire de la femme (Sal.Femme) ;

3. Le logarithme du revenu par téte (Rev.Tete). Le revenu par téte correspond au revenu du ménage

(salaire homme + salaire femme) divisé par le nombre de personnes;
Le logarithme de I’age de I'homme (Age) ;
L’accord du crédit par I'organisme préteur (Acceptation - 2 modalités) ;

La garantie supplémentaire demandée a 'emprunteur (Garantie.Supp - 3 modalités).

RN

Le type d’emploi occupé par l'emprunteur (la personne inscrite en premier dans le formulaire de

demande c.-a~d. la personne de référence) (Emploi - 2 modalités)
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Nous avons pris les logarithmes pour les variables continues de maniére & corriger une asymétrie a

gauche.
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Partie I

Tests pour échantillons indépendants
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Pour obtenir des échantillons indépendants, il y a 2 maniéres de procéder :

1. Dans chaque sous population, on décide de prélever nj observations. Dans ce cas, la valeur ny résulte
de la décision du statisticien, il ne refléte pas a priori la taille relative (2. Parfois, il est décidé
arbitrairement que ny = ny = --- = nx afin d’améliorer 'efficacité ou la robustesse de certains tests
(voir par exemple PANOVA a 1 facteur).

2. On effectue un prélévement aléatoire dans la population globale, puis on se sert d’une variable ca-
tégorielle pour distinguer les observations relatives & chaque sous population. Nous avons également
affaire & des échantillons indépendants dans ce cas, a la différence que cette fois-ci la fréquence fr = °*

refléte la taille relative de (2.

Pour nous, qu’importe le mode de tirage, il faut simplement qu’une observation quelconque de (2
n’ait aucun lien particulier avec une observation de £2; (j # k). Les échantillons sont indépendants de
ce point de vue.

De méme, mais est-ce nécessaire de le préciser, toutes les observations dans chaque sous échantillon

doivent étre indépendants et identiquement distribuées (i.i.d.).
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Comparaison de moyennes

1.1 Estimation de la moyenne et théoréme central limite

Avant de rentrer dans le vif du sujet, penchons nous un instant sur une propriété remarquable de la

moyenne, estimateur sans biais de ’espérance mathématique.

Soient X1, Xs,..., X, des variables aléatoires (v.a.) indépendantes de méme loi de répartition, d’es-

pérance 4 et de variance 2. Alors la v.a.

X =

S

>x
i=1

est de moyenne et variance

BE(X)=n
0.2
n

V(X)) ==

Concernant les distributions,

— si X suit une loi normale N(u, o) alors la loi exacte de X est N(u, %) ;

— si X suit une loi quelconque, en vertu du théoréme central limite, lorsque n — +o0o, alors X

tend vers la loi normale. En pratique, dés que n > 30, I'approximation devient effective.
Cette propriété, remarquable, élargit considérablement le champ d’application des tests de comparai-
son de moyenne que nous présentons dans ce chapitre. La restriction imposée par I’hypothése de normalité
sous-jacente de X est levée. Dés que n est suffisamment élevé, la quantité Z avec

X —
7= #

ag

vn

Suit une loi normale centrée réduite, quelle que soit la loi sous-jacente de X.
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10 1 Comparaison de moyennes

Cas oul ’écart type o de X n’est pas connu

Si nous ne disposons de la vraie valeur de ’écart type, nous utilisons ’estimateur sans biais s de o

avec

1
— E L 7)2
°T n—1 ,(xl 2

Dans ce cas, le rapport

_ X

S

vn

T

Suit une loi de Student 7 (v) & v = n — 1 degrés de liberté. On remarquera que lorsque n — 400, la

distribution de Student se confond avec la loi normale.

Ces résultats sont importants, nous en ferons largement usage dans ce qui suit.

1.2 Comparaison de 2 moyennes

Notre variable d’intérét est X. Nous souhaitons comparer la moyenne de X dans 2 sous populations.

Le test d’hypothéses s’écrit :

Ho:p1 = po
Hy ot # po

Le test peut étre unilatéral & gauche ou a droite. Le schéma global reste le méme, la statistique du

test et les degrés de liberté sont identiques. Seule la région critique sera modifiée.

Soient 2 échantillons (2 et (25 prélevés a partir de 2 sous populations. Nous formons les moyennes

conditionnelles empiriques :

Le test de comparaison de 2 moyennes consiste & confronter les quantités estimées z; et s en tenant
compte de la dispersion (variance) des valeurs dans chaque sous-groupe. Les calculs différent selon les

hypothéses relatives aux variances conditionnelles.
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 11

1.2.1 Cas des variances connues

Le cas ou les variances sont connues dans les sous-groupes est purement théorique. Pourtant la trés
grande majorité des présentations du test de comparaison de moyennes commencent par cette configura-

tion. En effet, elle comporte tous les éléments de compréhension du test de comparaison de 2 moyennes.

Nous formons I’écart D = X; — Xo. L’espérance de D est

E(D) = p1 — p2

Les échantillons étant indépendants, sa variance est obtenue directement avec

=V(X1) +V(X2)
_oi, %
_nl U»)

Sous Hy : p1 = ue, la statistique du test de comparaison de moyenne devient

D D X - X
Z="== = L2 (1.1)

JD V(D) / Jl + 2
ni

Puisque X est distribuée normalement, Z 1’est également. Pour un test bilatéral, la région critique du

test (rejet de Hop) s’écrit

C.:|1Z| > Ui—g

ui— g2 est le quantile d’ordre (1 — §) de la loi normale centrée réduite.

1.2.2 Cas des variances égales
Statistique du test

Dans la pratique, nous ne connaissons pas les valeurs oy, il nous faut les obtenir & partir des données,

nous utilisons les estimateurs non biaisés

= Ic_l‘k
nk_lz v

=1

Si l'on fait I’hypothése que les variances sont identiques dans les sous-groupes, nous pouvons produire

un estimateur synthétique de la variance s? avec
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12 1 Comparaison de moyennes

o (=D (- D53

n1+n272

La statistique du test devient

D X - X

r-2_ K-X (1.2)
ag
DSyt s

Sous Hy, elle suit une loi de Student 7 (v) & v = (ny + n2 — 2) degrés de liberté.

Pour un test bilatéral, la région critique est analogue & la précédente :

RC.:|T| >t 2 (v)

oil t1— g (v) est le quantile d’ordre 1 — §(v) de la loi de Student.

Il faut bien comprendre le mécanisme que recéle cette formulation. A écart égal entre les moyennes, plus
la variabilité des valeurs sera faible, plus nous serons emmenés a rejeter ’hypothése nulle : les distributions
conditionnelles se démarquent plus fortement méme si le paramétre de localisation (la moyenne) n’est

pas modifié.

Application numérique : comparaison des salaires

Concernant les demandes de crédit (Figure 0.1), un expert financier affirme que ’accord des banques
est subordonné au salaire de la femme dans le ménage. Nous souhaitons vérifier cette hypothése en
comparant le logarithme du salaire moyen des femmes dans les deux groupes : ceux qui se sont vus
refuser leur crédit (acceptation = non, groupe 2), et ceux qui ont obtenu un accord (acceptation = oui,

groupe 1).
Statistiques descriptives

Avant toutes choses, notre premier réflexe est de réaliser des statistiques descriptives. On ne mesure
jamais agsez la foule d’enseignements que I'on peut en tirer. Quelques graphiques bien sentis font largement
autant que des calculs compliqués. Ils permettent de délimiter la portée des résultats numériques. Bien
souvent on pourrait méme les substituer aux tests, notamment lorsque les effectifs sont trés élevés et que

les tests statistiques ont tendance a conclure systématiquement au rejet de I’hypothése nulle.

L’outil le plus simple est certainement la boite & moustaches conditionnelle. Nous avons idée & la fois
des paramétres de localisation et de dispersion des variables dans chaque sous groupe. De plus, nous

pouvons détecter visuellement les éventuels points atypiques (Figure 1.1).
Plusieurs résultats sautent aux yeux :

— La distribution des salaires féminins chez les crédits acceptés semble décalée (vers les valeurs élevées).
— La dispersion parait un peu plus forte aussi. L’égalité des variances est sujette & caution. Notre idée

justement est de comparer les résultats obtenus en intégrant ou non cette hypothése.
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 13

Distribution des salaires selon I'acceptation

e
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«

Fig. 1.1. Boites a moustaches des salaires féminins selon 1’acceptation

— Il y a un point suspect chez les crédit acceptés. Aprés auscultation du fichier, il s’agit de ’observation
n°27, les deux personnes ont des revenus sensiblement plus faibles que les autres, y compris en ce
qui concerne le salaire de la femme. Pourtant, ils se sont vu accorder leur crédit. Nous ne céderons
pas a la tentation de supprimer cette observation. Toutefois, nous n’oublierons pas cette information

par la suite. Elle peut avoir des conséquences sur les résultats des tests?!.

Test de comparaison de moyennes

A Taide de Toutil "tableau croisé dynamique" d’EXCEL 2, nous calculons les effectifs, les moyennes
et les écarts type dans chaque groupe (Figure 1.2) : nous obtenons n; = 34, z; = 7.4394 et s; = 0.5483
(resp. na = 16, To = 7.0331 et so = 0.2615). A partir de ces résultats, nous pouvons compléter le test de

comparaison :

L’écart entre les moyennes est D = 7.4394 — 7.0331 = 0.4063

— L’estimation de I’écart type commun (la racine carrée de la variance intra-classes)

= 04775

o \/(34 — 1) x 0.54832 + (16 — 1) x 0.26152
N 34+ 16 — 2

— Nous pouvons en extraire ’estimation de ’écart type de D avec 6p = 0.4775 % ,/3%1 + 11—6 = 0.1448

: . —_ _ 0.4063 _
Finalement, nous produisons la statistique du test T' = g1z = 2.8063

— Le nombre de degrés de liberté est v =34 + 16 — 2 = 48

1. Lorsque ces "anomalies" prennent de I’ampleur, on peut s’interroger sur les méthodes a utiliser. Le passage
aux techniques basées sur les rangs, les tests non paramétriques, permettrait par exemple de gommer ce type
de scories et présenter des résultats plus crédibles. C’est ce type d’interrogations que doivent nous emmener les

statistiques descriptives.
2. Pour la mise en oeuvre de ce formidable outil ’EXCEL, plusieurs références en ligne sont recensés sur le

site http://eric.univ-1lyon2.fr/“ricco/cours/cours_excel.html
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14 1 Comparaison de moyennes

A B € D
1
2
3 Données -]
4 |Acceptation w |Mombre de SalFemme Moyenne de Ssl Femme2 Ecartype de Sal Femmed
5 |oui 3 74394 0.5483
6 |non 16 7.0331 0.2615
7 |Total a0 7.3094 0.5099
g
9 Test de comparaison de moyennes - Variances égales
10
11 [Ecart (O [ 0.4053]
12
13 5% 0.2280
14 s 0.4775
15
16 [SigraiD 0.1448]
17
18 T 2.8063
19 ddl 45
20
21 t_0.975(48) 2.0106
22 pvalue 0.0072

Fig. 1.2. Comparaison des salaires féminins selon 'acceptation du crédit - Variances égales

— Au risque « = 5%, nous devons comparer T avec le seuil ¢ g75(48) = 2.0106, les données ne sont pas
compatibles avec I’hypothése d’égalité des moyennes. Apparemment, 1’accord de crédit des banques
est bien subordonné au salaire de la femme. Nous aboutissons bien entendu & la méme conclusion

si nous nous référons a la probabilité critique du test (p-value = 0.0072).

Robustesse du test de comparaison de moyennes

Un écart modéré par rapport & la normalité des distributions ne perturbe pas (trop) le test de com-
paraison de moyennes, surtout si les distributions conditionnelles sont symétriques. Si les distributions
sont dissymétriques, mais qu’elles le sont de la méme maniére dans les sous-groupes, le test de Student
s’applique quand méme. Lorsque les effectifs sont élevés, le théoréme central limite balaye toutes les

hésitations.

En toute rigueur, le test de comparaison de moyenne devrait étre précédé par un test de comparaison
de variances. En effet, nous émettons une hypothése d’homoscédasticité, les variances sont identiques
dans les sous-groupes, elle doit étre vérifiée. En pratique, il semble que ce ne soit pas nécessaire dans la
grande majorité des cas, sauf violation flagrante visible dans les statistiques descriptives. Un écart modéré
par rapport a cette hypothése n’est pas problématique, ceci d’autant plus que les effectifs sont équilibrés

c.-a-d. n1 = no.

En revanche, lorsque les effectifs sont déséquilibrés, n; trés différent de no, on privilégiera plutot le

test de la section suivante.
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 15

1.2.3 Cas des variances inégales
Statistique du test, estimation de la variance et degrés de liberté

Lorsque nous nous affranchissons de I’hypothése d’homoscédasticité, le schéma global reste d’actualité,
notamment 'utilisation de ’écart D, la distribution de Student et la définition de la région critique. En

revanche, il nous faut produire 2 nouveaux éléments importants :

1. L’estimation 6p de ’écart type de D, elle devient maintenant

st | 83
Oop = 4| — + —=
ni n2

2. Un calcul approprié des degrés de liberté v avec

(Sf 53)2
V= T r2 (1.3)

S1 So
n?(ny1—1) nZ(na—1)

Cette formule est appelée "équation de Welch-Satterthwaite" 3. Il en existe des variantes plus précises
si on se référe a la littérature (voir [7], page 226), mais les logiciels implémentent principalement

celle-ci.

Application numérique : comparaison des salaires selon ’acceptation

Reprenons notre exemple de la section précédente, nous introduisons ces nouvelles informations dans
la feuille EXCEL (Figure 1.3) :

— La partie haute de la feuille de calcul n’est pas modifiée, nous avons toujours D = 7.4394—7.0331 =
0.40629
— L’estimation de la variance est modifiée maintenant, avec 6% = 0'5;)1%32 + % = 0.01312, et
&p = +/0.01312 = 0.11452
0.40629

— La statistique du test de devient 7' = Fi77z5 = 3.54760. Largement plus élevée que celle obtenue

sous I’hypothése d’égalité des variances (nous avions 7' = 2.08063).
— Voyons ce qu’il en est des degrés de liberté pour pouvoir statuer sur la conclusion du test. Nous

décomposons la formule 1.3, nous obtenons le numérateur

0.5483%  0.2615% ,
= = 0.000172
( 34 + 16 )
et le dénominateur
0.5483% 0.2615%

= 0.000004

T3ExBI-1) 162 x (16-1)

. Par conséquent, v = % = 47.96

3. http://en.wikipedia.org/wiki/Welch-Satterthwaite_equation
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16 1 Comparaison de moyennes

A B C ]
1
2
3 Données -]
4 Acceptation w |Mombre de SalFemme Moyenne de Sal FemmeZ2 Ecartype de Sal Femmes
& loui a4 7.4394 05483
& nan 16 7.0331 0.2615
7 [Total 0 7.3004 0.5099
g
9 Test de comparaison de moyennes - Variances inégales
10
11 [Ecart (D) [ 0.40629]
12
13 [Sigma2(D) [ 0.01312]
14 [SigrmalD) | 0.11452)
15
16 [T [ 3.54760]
17
18 A 0.000172
19 B 0.000004
20 ddl 47 96
21
2 [t D.975047) [ 2.01174]
23 [t 0.575048) | 2.01063]
24
25 EEES | 2.01068]

Fig. 1.3. Comparaison des salaires féminins selon ’acceptation du crédit - Variances inégales

— Le seuil critique de la loi de Student au risque « = 5% n’est pas défini pour ces degrés de liberté. 11
nous faut donc passer par une interpolation linéaire pour ’obtenir. Sachant que g 975(47) = 2.01174

et t0.975(48) = 2.01063, le véritable seuil critique sera

47.96 — 47

to.075(47.96) = — o

x (2.01063 — 2.01174) 4 2.01174 = 2.01068

— Puisque |T| = 3.54760 > tg.975(47.96) = 2.01068, nous rejetons ’hypotheése d’égalité des salaires

selon 'acceptation du crédit au risque a = 5%

C’est un peu le canon pour tuer la mouche tout ca. Nos effectifs étant relativement importants*, les

résultats sont trés similaires que l'on intégre ou non une estimation commune de la variance.

A T'usage, on constate que tenir compte de I'inégalité des variances n’est vraiment déterminant que
pour les effectifs déséquilibrés® c.-a-d. avec ny trés différent de ny. Certains auteurs® précisent méme
que 'on devrait toujours utiliser la variante pour variances inégales dés que n; et n, sont
trés différents, quand bien méme le ratio entre la plus grande et la plus petite variance n’excéderait pas
1.5. Procéder préalablement a un test de comparaison de variances pour choisir la procédure adéquate de

comparaison de moyennes est illusoire dés lors que les effectifs sont déséquilibrés.

Remarque 1 (Une régle de décision conservatrice... mais plus simple). Notons qu’il est possible d’adopter

une démarche conservatrice, elle consiste & choisir v = min(n; — 1,n2 — 1) = min(34 — 1,16 — 1) = 15.

4. Nous nous rapprochons de ng > 20, Vk ; voir [11], page 342

5. http://en.wikipedia.org/wiki/T-test

6. Zimmerman, D. W. (1996). Some properties of preliminary tests of equality of variances in the two-sample
location problem, Journal of General Psychology, 1996, 123, 217-231

7. http://wuw.stat.psu.edu/online/development/stat800/08_twogroups/04_twogroups_2means.htm
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1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA 4 1 facteur 17

Dans notre cas, to.975(15) = 2.1315, nous aboutirons quand méme au rejet de ’hypotheése d’égalité des
moyennes. Nous gagnons en simplicité ce que nous perdons en précision, il faut tout simplement étre

conscient (et en tenir compte) que ce faisant nous favorisons ’hypothése nulle.

1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA i 1 facteur

1.3.1 Comparaison de K (K > 2) moyennes

L’ANOVA (analyse de variance) est une généralisation de la comparaison de moyennes & K sous po-

pulations. Les échantillons sont indépendants. Les hypothéses nulles et alternatives s’écrivent maintenant

Ho:py =po=- = pK

H; : Au moins deux moyennes sont différentes

Les hypothéses sous-jacentes sont : (1) X est distribuée normalement et (2) les variances dans les sous

groupes sont identiques (homoscédasticité).

IL’ANOVA est une vraie généralisation au sens ot, pour K = 2, nous retrouvons exactement le test

de Student de comparaison de 2 moyennes avec égalité des variances dans les sous populations (section
1.2.2).

Les applications sont nombreuses. Il peut s’agir d’une véritable comparaison : par exemple, on cherche
A comparer la teneur en sel réelle de différents marques de sandwich disponibles dans les distributeurs

automatiques ; comparer le salaire moyen des étudiants selon les filiéres & la sortie de I'université ; etc. 8.

Il peut aussi s’agir d’analyser l'effet d’un facteur représenté par une variable catégorielle sur une
variable continue : par exemple, on cherche & évaluer 'impact des différentes méthodes d’enseignements
sur les notes des étudiants ; comparer les émissions polluantes des véhicules selon le type de filtre incorporé

dans les pots d’échappement ; etc.

Dans notre exemple des demandeurs de crédit (Figure 0.1), on cherche a confronter le salaire des
femmes selon le type de garantie demandé (Garantie.Supp). Plus que la comparaison, il s’agit plutot
d’analyser ’association entre les variables "Salaire.Femme" et "Garantie.Supp". On peut se demander
par exemple "est-ce que les banques sont enclins & demander des garanties particuliéres selon le niveau
de salaire de la femme dans le couple " ? L’outil privilégié est le rapport de corrélation?, pour tester sa

significativité, nous retombons sur la méme statistique que PANOVA.

Enfin, on distingue généralement 2 types d’analyses '° : le modéle 3 effets fixes, tous les sous-groupes
sont représentés dans I’échantillon & analyser ; le modéle 4 effets aléatoires, les groupes représentés consti-
tuent un échantillon des sous populations. Si les conséquences sur 'interprétation des résultats sont

8. http://lib.stat.cmu.edu/cgi-bin/dasl.cgi?query=ANOVA&submit=Search!&metaname=methods&sort=

swishrank pour des exemples accompagnées de données.
9. Voir http://eric.univ-1lyon2.fr/“ricco/cours/cours/Analyse_de_Correlation.pdf, section 3.6
10. http://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of_variance
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18 1 Comparaison de moyennes

importantes, les calculs, notamment la statistique du test, les distributions et les degrés de liberté as-
sociés sont les mémes. Dans ce support, nous nous focalisons avant tout sur ’aspect comparaison de
moyennes, nous considérons que nous sommes dans un schéma & effets fixes sans que cela ne réduise la

portée de I'exposé. C’est le choix approprié dans la grande majorité des cas (voir [6], page 37).

1.3.2 Décomposition de la variance
Pourquoi nommer analyse de variance un processus qui consiste & comparer des moyennes? Pour le

comprendre, nous devons nous pencher sur une égalité trés importante appelée formule de décompo-

sition de la variance ou équation d’analyse de variance :

SCT = SCE + SCR

n K K ng
Z(xi —)? = Z ng(z), — 7)° + Z Z(l‘ik — i)
i=1 k=1 k=11i=1

— SCT traduit la variabilité totale dans I’échantillon, c’est la somme des carrés totaux, elle ne dépend
pas des groupes.

— SCE traduit la variabilité des moyennes conditionnelles, c’est la somme des carrés inter-classes,
expliquée par I’appartenance aux groupes. Une valeur élevée de B indique que les moyennes sont
trés différentes les unes des autres, cela nous ameéne i rejeter Hy dans le test d’hypothéses de
PANOVA. Lorsque SCFE augmente, SCR diminue puisque SCT est fixe.

— SCR est variabilité a 'intérieur des groupes, c’est la somme des carrés intra-classes, la variabilité
résiduelle. Lorsque SCR — 0, cela veut dire que les valeurs sont agglutinés autour des moyennes
conditionnelles a 'intérieur des sous-échantillons, la différenciation entre les groupes est forte, toute
la variabilité est expliquée par le décalage entre les moyennes conditionnelles SCE — SCT. Dans

ce cas, nous sommes emmenés a rejeter ’hypothése nulle dans le test de comparaison des moyennes.

On comprend intuitivement que le test ANOVA va reposer sur la confrontation entre SCFE et SCR.

C’est ce que nous montrons dans la section suivante.

1.3.3 Statistique du test et région critique

On résume la décomposition de la variance dans un tableau dit tableaw d’analyse de variance (voir

[11], page 355 ; [7], page 348) !, fourni en standard par la trés grande majorité des logiciels (Tableau 1.1).

La statistique du test F' est donc définie par

F_%_OME (1.4)
T 5CR T CMR '

11. Voir http://wuw.stat.psu.edu/online/development/stat800/09_anova/02_anova_oneway.htm qui expli-

cite clairement le contenu et 'interprétation du tableau d’analyse de variance
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Source Somme.Carrés ddl |Carrés.Moyens F
Expliquée| SCE =Y ni(zx —2)° |K—1|CME = $£E8 |p = ¢ME
Reésiduelle| SCR = 35| S (w4, — k) |n — K| CMR = 5CE -
Total SCT =371 (vi —2)° n—1 - -

Tableau 1.1. Tableau d’analyse de la variance a 1 facteur

1l s’agit du rapport entre la variabilité expliquée et la variabilité résiduelle corrigée par les degrés de
liberté. Sous Hp, et lorsque la variable sous-jacente X est gaussienne, F' suit une loi de Fisher F(K —

1,n — K)'2. F est définie dans RT. La région critique du test au risque a s’écrit :
RC.:F>F _o(K—1,n—K)

1.3.4 Application numérique : comparaison des salaires selon la garantie demandée
Analyse graphique

Commencons toujours par une analyse graphique. Nous créons les boites & moustaches de "Sa-
laire.Femme" pour chaque valeur de "Garantie.Supp" (Figure 1.4). Une analyse succincte montre qu’il
semble y avoir décalage entre les distributions conditionnelles. Les dispersions également semblent un
peu disparates. Tout cela demande & étre confirmé numériquement. Par ailleurs, on constate qu’il a été

demandé une hypothéque au ménage n°27 ayant un revenu particuliérement faible.

Mise en oeuvre du test

De nouveau, nous devons calculer les effectifs, moyennes et écarts type conditionnels (Figure 1.5 - A).
Nous observons (pour "Garantie.Supp" : "caution - 1", "hypothéque - 2", "non - 3") pour la premiére
modalité : ny = 5, 1 = 7.3700 et s; = 0.4684 ; pour la seconde, etc. Les effectifs ne sont pas équilibrés.
L’écart type de "Salaire.Féminin" pour la modalité "non" de "Garantie.Supplémentaire" semble plus

élevée que les autres. Nous analyserons cela dans le chapitre suivant.

Passons au tableau d’analyse de variance (Figure 1.5 - B). Nous pouvons déduire toutes les valeurs
nécessaires au calcul de F' & partir du tableau précédent (A) :
- SCT = (n—1) x s = (50 — 1) x 0.5099% = 12.7423
— SCE =Y, nip(Zp—)% = 5x(7.3700—7.3094)% +29 x (7.1762 —7.3094)2 + 16 x (7.5319 — 7.3094)? =
1.3248
- SCR=SCT — SCE =12.7423 — 1.3248 = 11.4175
— On en déduit ainsi CME = 1328 — 0.6624, CMR = L1275 — (.2429 et [ = 36622 — 9 7967,

3—1 50—3 0.2429
— Au risque 5%, nous devons comparer cette valeur avec le quantile F g5(2,47) = 3.1951.

— A priori, les données ne contredisent pas I’hypothése nulle. Les banques se gardent de demander
une garantie spécifique selon le salaire de la chef de famille.

— La probabilité critique (p-value = 0.0758) renvoie a la méme conclusion bien entendu.

12. Voir [11], page 354, concernant le détail de la formation de la distribution de F'. Il s’agit du rapport de 2

distributions du x? normalisées par les degrés de liberté
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Distribution des salaires selon la garantie
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Fig. 1.4. Boites a moustaches des salaires féminins selon la garantie demandée

A B © D E F G
1
2 Effectifs, moyennes et ecart-types conditionnels
3 Données -]
4 Garantie.Supp v |Mambre de SalFemme |Movenne de Sal. Femme [Ecartype de SalFemme
5 |caution 5 73700 0.4654
6 |hypotheque 29 71762 0.4515
7 |non 16 7.5319 0.5524
8 |Total 50 7.3094 0.5099
9
10
11 Tableau d'analyse de variance
12 |Source 5C dd| Chd F p-value
13 |Expliquée 1.3248 2 0.6624 27267 0.0758
14 |Résiduelle 11.4175 47 0.2429
15 |Totale 12,7423 49

Fig. 1.5. ANOVA - Salaires féminins selon la garantie demandée

1.3.5 Robustesse de ’ANOVA

L’ANOVA est trés robuste par rapport & 'hypothése de normalité. I suffit que les distributions
conditionnelles aient des formes similaires, méme asymétriques. Un graphique (boite & moustaches ou

histogramme de fréquences) permet de poser un diagnostic immeédiat.

Il en est de méme en ce qui concerne ’hypothése d’homoscédasticité. Le test est d’autant plus robuste
que les sous échantillons sont équilibrés. Dans ce cas, la variance conditionnelle la plus élevée peut étre

jusqu’a 4 fois supérieure a la plus petite variance ([7], page 363).

De maniére générale, on gagne toujours a équilibrer les sous échantillons c.-a-d. faire de maniére a
ce que Ny = ny = ... = ng. Comme nous le disions plus haut, cela permet de réduire I'impact des
variances inégales. Mais cela permet aussi de réduire le risque de 2° espéce du test. Par la suite, lorsque
nous concluons au rejet de Hy et qu’il va falloir décomposer les moyennes pour déceler les principales

différences, les procédures subséquentes tirent parti de cette caractéristique (voir [6], page 37).
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1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA 4 1 facteur 21

Remarque 2 (Une démarche conservatrice... mais simple). Enfin, si véritablement nous pensons que I’hé-
téroscédasticité peut entacher les résultats, nous pouvons conserver les calculs de TANOVA et modifier
la région critique du test, & l'instar de ce qui a été présenté dans le test de comparaison de 2 moyennes.
La démarche consiste a utiliser le F' standard de 'TANOVA (équation 1.4), et de la comparer au quantile
d’ordre (1 — ) de la loi de Fisher a (1,n — 1) degrés de liberté. La région critique est ainsi réduite, nous

favorisons fortement ’hypothése nulle, nous ne risquons pas de la rejeter & tort intempestivement.

1.3.6 ANOVA avec variances conditionnelles hétérogénes

Lorsque nous cumulons deux obstacles, les variances sont manifestement hétérogénes et les effectifs
sont déséquilibrés, nous pouvons adopter la procédure de Welch ([7], page 364 ; [12], pages 62 & 64) 13. Tl

faut en revanche que la distribution sous-jacente de X soit gaussienne.

En anglais Variance-weighted one-way ANOVA, cette technique consiste & introduire une pondération

particuliére des données, dépendante des effectifs et de la variance des sous-groupes.

Statistique du test et région critique

Soit wy la pondération définie de la maniére suivante :

ng
2
Sk

Wk —
La moyenne marginale s’écrit comme une moyenne pondérée des moyennes conditionnelles :

o 2k WkTh

>k Wk
La statistique du test devient
Ek wk(:ik—:i/)z
K—1

F= _ (1.5)
L+ 252 (i) (1 — )2

Sous Hp, F' suit une loi de Fisher a (K — 1,v) degrés de liberté avec

_ K?—1
3% () (1 — w22

v

La forme de la région critique du test n’est pas modifiée. Au risque «, on rejette ’hypothése nulle si

RC.:F>F_o(K—1,v)
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A, B & 1] E
1
2 Effectifs, moyennes et ecart-types conditionnels
3 Daonnées -
4 | Garantie. Supp  w |Nombre de Sal.Femme  |Moyenne de Sal Femme |Ecar‘[‘fpe de Sal Femme omega_k
5 caution 5 7.3700 04654 22789
6  hypothegue s 71762 046145 136.185
7 non 16 75319 0.5524 52,431
8 [Total a0 | 7.3094 | 0.5039 211.405
9
10
i [ harre’ 7.2853 |
12
13 A, 48720
14 B 02412
15
16 [F 23446 |
17
18 dd1 2
19 ddl2 11.05
20
21 [F 0952, 11) 3.9823 |
22
23 [F 08 11 28595 |

Fig. 1.6. ANOVA de Welch - Salaires féminins selon la garantie demandée

Application : garantie exigée selon le salaire féminin

Reprenons notre exemple de la garantie demandée en fonction du salaire de la chef de famille. Nous
y retrouvons les conditions d’application de la technique : les effectifs conditionnels sont relativement

déséquilibrés, et il y a suspicion d’hétéroscédasticité (dizit ’analyse graphique avec les boxplot).
Complétons la feuille de calcul de maniére & intégrer les nouveaux calculs (Figure 1.6) :

Le calcul des effectifs, moyennes et écarts type conditionnels nous est familier maintenant.
Nous rajoutons une nouvelle colonne dédiée aux wy. Pour la premiére valeur par exemple, nous

avons wi = gogz = 22.789. En faisant la somme, nous obtenons Y, wy, = 211.405.

22.789x7.3700+136.185x7.1762+52.431X7.5319 __
211.405 = T7.2853

Nous formons la quantité A, elle est égale & A =Y, wi (T — ') = 4.9720
Puis B, avec B =", (==)(1 — <)% = 0.2412

La moyenne pondérée est T’ =

nk—l Zk Wi
A
Nous pouvons en déduire F' = — 3=l 923446
14+ 2082 « B

Pour obtenir le seuil critique au risque «, nous devons disposer des degrés de liberté, le premier
ddl; = K —1=3—1 =2 ne pose pas de difficultés. Le second ddls = v demande quelques calculs
supplémentaires v = ‘i—é =11.05

Le second degré de liberté étant fractionnaire, en toute rigueur nous devrions calculer le véritable

seuil critique par interpolation, & 'instar de ce qui a été fait pour le test de comparaison de 2
moyennes avec variances inégales (qui est aussi de Welch d’ailleurs) (section 1.2.3). Dans notre

exemple, nous simplifions quelque peu la chose en prenant directement la valeur entiére la plus

13. Note : Assez curieusement, il est trés difficile de trouver de la documentation concernant cette méthode sur

le web. Invariablement, les moteurs de recherche nous raménent vers la documentation du logiciel SAS.
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proche du degré de liberté, soit ¥ = 11. Cela nous facilitera la vie quand nous aurons a effectuer
plusieurs comparaisons associées & des niveaux de signification différents.

— Au risque a = 5%, le seuil critique est Fpo5(2,11) = 3.9823. L’hypothése nulle d’égalité des
moyennes conditionnelles est compatible avec nos données.

— Si nous passons & o = 10%, le seuil critique est Fy.99(2,11) = 2.8595. Nous aboutissons également
a acceptation de Hy, a la différence de PANOVA standard qui, avec une p-value de 0.0758 rejetait

I'hypothése nulle (Figure 1.5). Il y a différence de comportement des tests dans ce cas.

Encore une fois, c’est un peu se compliquer la vie tout ¢a. Si nous avons prise sur les conditions de
recueil des données, nous avons tout intérét & produire des sous échantillons équilibrés. Nous pouvons
ainsi utiliser en toute confiance TANOVA 4 1 facteur standard, connue de tout le monde. Nous nous
dispensons ainsi d’une difficulté supplémentaire lors de la présentation des résultats : avoir & expliquer

les subtilités des méthodes, toujours un peu périlleuse face & des non-statisticiens.

1.3.7 Que faire suite au rejet de ’hypothése nulle ? Les comparaisons multiples

Une fois que nous avons rejeté 'hypothése nulle d’égalité des moyennes, nous savons que 2 des
moyennes au moins sont différentes. Mais lesquelles 7 Quelles sont les moyennes qui sont différentes 7 Quels
sont les écarts les plus importants 7 Quelles sont celles qui s’écartent significativement d’une moyenne de

référence ?

Pour répondre a ces questions, on procéde aux comparaisons multiples des moyennes. Ce théme dépasse
largement le propos de ce support. Il pourrait méme faire ’'objet d’un support & part tant le domaine est
fertile. Pour notre part, nous nous contenterons de conseiller la lecture de ’excellent document en ligne
du NIST - http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/sectiond/prc47.htm.
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Comparaison de variances

Les tests présentés dans le chapitre précédent (chapitre 1) sont subordonnés a I’égalité des variances
conditionnelles. La vérification de cette propriété semble donc un préalable nécessaire, méme si par ailleurs
nous avons montré que, sous certaines conditions, les tests de comparaison de moyennes pouvaient se
révéler trés robustes. Lorsque ces conditions ne sont pas réunies, déterminer une différence significative
entre les variances nous permet de choisir en connaissance de cause les procédures appropriées (sections

1.2.3 et 1.3.6).

Ce n’est pas le seul usage des tests d’égalité des variances. Comparer la variabilité dans les sous-
groupes peut étre la finalité intrinséque d’une étude : comparer la variance des notes des étudiants en
fonction de leur disposition dans la salle de classe (en cercle, en rangées, etc.) ; comparer la variance de

la taille des piéces produites par différentes machines; etc.

De maniére générale, nous considérons que X suit une loi normale dans ce chapitre. Certains tests
sont trés sensibles & cette propriété, d’autres en revanche sont plus robustes. Nous en discuterons lors de

la description des techniques.

2.1 Estimation de la variance et distribution

Soit la v.a. X distribuée normalement de paramétres A (i, ). On veut estimer o & partir d’un échan-

tillon de taille n. Dans un premier temps, on considére que u est connu, nous utilisons la quantité s’

pour estimer o2 :

nszz

55~ suit une loi du x*(n) & n degrés de liberté. En effet,

On montre facilement que

N = Y = SN0, = N )

Nous pouvons également écrire
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26 2 Comparaison de variances

Cette configuration est purement théorique. Dans la pratique, nous devons estimer 1’espérance ma-

thématique p a I'aide de la moyenne empirique Z, I’estimateur sans biais de la variance s’écrit

On montre alors que

% = M (2.1)

n—1

Ce résultat est trés important, nous 'utiliserons constamment dans ce chapitre. En réalité, sans y
faire référence explicitement, il a été mis & contribution pour calculer les lois de statistiques des tests de

comparaison des moyennes du chapitre précédent.

2.2 Comparaison de 2 variances - Test de Fisher

2.2.1 Test d’hypothéses, statistique et région critique

Le test de comparaison de Fisher compare les variances de 2 sous populations, il confronte les hypo-

théses suivantes :

Hy: 0% =03
.2 2
Hy : 07 # 03

A partir des résultats de la section précédente (section 2.1), la statistique du test calcule le rapport

entre les variances estimées dans chaque sous-échantillon ®.

Si F' s’éloigne significativement de la valeur 1, on peut considérer que les variances conditionnelles
sont différentes. Formellement, sous Hy, il a été établi que F' suit une loi de Fisher & (v1, 1) degrés de

liberté? avec vy = ny — 1 et vy = ny — 1. La région critique du test au risque « s’écrit alors

RC.:F< F%(nl —1,n9,—-1) ou F>Fi_o(n—1,mn2,—-1)

e
2

F,(n1 — 1,n9 — 1) est le quantile de d’ordre a de la loi de Fisher & (n; — 1,n9 — 1) degrés de liberté.
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2.2 Comparaison de 2 variances - Test de Fisher
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A B | C

1

2

3 Données -]

4 |Acceptation w|Maombre de Sal.Fermme ar de Sal.Femme
4 |oui 34 0.3008
B |non 16 0.0654
7 |Total a0 0.2600
g

9 [F 4.3962]
10

1 ddl1 15
12 ddi2 33
13

14 F_0.025(1533) 0.3813
15 F_0.975(15 33) 22610

Fig. 2.1. Test d’homogénéité de 2 variances - Salaire vs. Acceptation

2.2.2 Variabilité des salaires féminins selon I’acceptation du crédit

Nous avons 13 ’occasion de vérifier ’hypothése d’homoscédasticité mise en avant dans nos illustrations

des tests de comparaisons de moyennes. Nous voulons comparer les variances des salaires féminins selon

Pacceptation du crédit (& rapprocher avec le test de comparaison de moyennes, cf. section 1.2.2).

Les calculs sont trés simples, 'outil "Tableau croisé dynamique" d’EXCEL nous fournit directement

les variances conditionnelles (Figure 2.1) :

Les effectifs ne sont pas modifiés par rapport a ’analyse précédente (Figure 1.2), a savoir ny = 34

et ny = 16. Nous en déduisons directement 1 =34 —-—1=33 et v, =16—-1=15

— Nous obtenons s7 = 0.3006 et s3 = 0.0684
— Nous construisons le rapport F' = 8:82(;2 = 4.3962

Au risque 5%, le seuil critique inférieur est Fp g25(15, 33) = 0.3813, le seuil supérieur est Fy 975(15, 33) =

2.2610. La valeur calculée n’est pas dans I'intervalle ]0.3813;2.2610[, on conclut au rejet de '’hypo-

thése nulle, les variances sont significativement différentes.

Il semble donc que lors du traitement de cet exemple dans les sections consacrées aux comparaisons

des moyennes (sections 1.2.2 et 1.2.3), il fallait opter pour le test adapté aux cas des variances

inégales.

Remarque 8 (Obtenir les valeurs critiques de la loi de Fisher). La loi de Fisher est souvent tabulée pour

les quantiles d’ordre élevé (a = 0.95,0.975,0.99, .. .). Pour obtenir le seuil inférieur, nous pouvons utiliser

la propriété suivante

Fo(vi,10) =

1

Fi_q(ve,11)

1. voir http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/section3/prc32.htm et http://wuw.itl.nist.
gov/div898/handbook/eda/section3/eda359.htm
2. Bien évidemment, puisqu’il s’agit du rapport de lois de x? normalisées par leurs degrés de liberté (Equation

2.1
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28 2 Comparaison de variances

2.2.3 Robustesse et pratique du test F' pour la comparaison de variance

Le test de comparaison de 2 variances de Fisher n’est pas robuste du tout. Un écart, méme minime,
de la distribution normale fausse les résultats. Il faut absolument s’assurer du caractére gaussien de
X avant de l'utiliser. Ce qui en limite considérablement la portée. Dans la pratique, on se tournera

avantageusement vers les autres techniques présentées dans ce chapitre.

Pourtant le test de Fisher est systématiquement présenté dans les ouvrages, il est également disponible
dans la trés grande majorité des logiciels. Peut étre parce que les concepts & manipuler sont accessibles,

calculer le rapport entre 2 variances est une opération trés simple.

2.3 Comparaison de K variances - Test de Bartlett

2.3.1 Test, statistique du test et région critique

Le test de Bartlett sert & éprouver 'homogénéité de K variances. C’est une généralisation du test
de Fisher. Lui également repose pesamment sur la normalité des données. Un faible écart par rapport &
cette propriété remet en cause fortement ses résultats, le test de Bartlett n’est absolument pas robuste 3.
Il n’est vraiment performant que si I’hypothése de normalité est établie. Dans la pratique, on lui préférera

les techniques présentées plus loin dans ce chapitre.

Pourtant il est trés largement répandu, utilisé dans les études et disponible dans le logiciel. Peut étre
faut-il y voir encore une fois des raisons purement historiques. Le test de Bartlett est largement antérieur

aux autres.

Les hypothéses a confronter sont :

R, R _ 2
Hy:o0{=05=-=0%

H; : au moins 2 variances sont différentes
La statistique du test s’écrit

n—K)lns? — Kf ng — 1) 1n 2
T:( ) 2 Ekfl( k ) k (2.2)

1 K 1 1
1+ 5= ket 71 — 7or)

Ou s? est Pestimateur non biaisé de o2, il s’agit de la variance intra-classes :
P )

s Sl —1)s

5 n—K

hS]

3. http://en.wikipedia.org/wiki/Bartlett’s_test
4. http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda357.htm
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2.3 Comparaison de K variances - Test de Bartlett 29

Sous Hy, T suit une loi du x?(K — 1) & (K — 1) degrés de liberté. L’approximation par la loi du x?
est satisfaisante dés lors que ng > 5 (Vk) et K petit par rapport a n.

La région critique du test au risque « s’écrit

RC.:T>x3_(K—-1)
X3_, (K — 1) est le quantile d’ordre (1 — «) de la loi du x?(K — 1).

Remarque 4 (Une écriture simplifiée du test de Bartlett). Dans certaines références, on ne retient que le
numérateur de I’équation 2.2. On sait dans ce cas que les résultats sont légérement biaisés (voir http:
//wuw.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/sectiond/prc42.htm). Le dénominateur de I'équation 2.2

doit étre compris comme un facteur de correction.

2.3.2 Exemple : variance des salaires selon les garanties demandées

Reprenons notre exemple de la section 1.3.4 : nous souhaitons comparer les variances des salaires
féminins selon la garantie demandée par les banques. On ne peut pas dire que l'interprétation des résul-

tats d’une telle étude soit réellement transcendante. On dira ici qu’il s’agit d’un test préparatoire pour
PANOVA.

A B € D E F G

1 Données -

2 | Garantie.Supp w|Nombre de Sal.Fermme ‘Var de Sal.Femme n_k-1 1in_k In(s*2_k)
3 [caution 5 0.2154 4 0.2000 -1.5169
4 |hypotheque 29 0.2129 28 0.0345 -1.54E7
5 [non 16 0.3052 15 0.0625 -1.1869
& [Total 50 0.2600

7

8 [#2 p 0.2429]

g

10 A -F6 5043

11 B -57.1792

12 A-B 06743

13

14 [c 1.0882]

15

16 [T 0.5380]

17

18 [KHIZ2MD95; 2) 59915]

19

20 [p-value 0.7265]

Fig. 2.2. Test de Bartlett - Salaire vs. Garantie

Si la formule 2.2 semble rébarbative, sa mise en oeuvre dans un tableur est finalement assez simple
(Figure 2.2) :

— Il nous faut une petite phase préparatoire avant de procéder aux calculs. En colonnes E, F et G,

nous calculons respectivement ny — 1, -= et In(s?)

> nyg
2 _ 4x0.2194428x%0.2129+4+15x%x0.3052 __
2 = 2l =0.2429

— Ensuite nous calculons la quantité A qui est la premiére partie du numérateur de I’équation 2.2, &
savoir A = (50 — 3) x 1n(0.2429) = —66.5049

— Nous pouvons calculer la variance intra-classes s
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30 2 Comparaison de variances

— Puis la seconde partie du numérateur B = 4x(—1.5169)+28x (—1.5467)+15x (—1.1869) = —67.1792
— Lécart A— B =0.6743

Passons maintenant au facteur de correction au dénominateur. Nous formons C' = 1 + ﬁ X
((0.2 4+ 0.0345 4 0.0625) — ﬁ) = 1.0552. La correction est légére.
— Nous en déduisons ainsi 7' = A*TB = (1)8;‘21; = 0.6390
— A partir de la loi du x?, nous obtenons le seuil critique du test pour un risque o : X3 g5(3 — 1) =

5.9915. Nous sommes dans la région d’acceptation de Hy, les variances ne sont pas significativement
différentes d’un groupe a 'autre.

— La probabilité critique (p-value = 0.7265) aboutit bien évidemment & la méme conclusion.

2.4 Comparaison de K variances - Test de Cochran et test de Hartley

Les tests qui viennent cumulent les désavantages. Néanmoins, nous les présentons car on les retrouve
parfois dans les études et ils sont disponibles dans les logiciels. Il faut donc les connaitre pour ne pas étre

pris au dépourvu si nous les rencontrons. Leur utilisation n’est pas vraiment conseillée.

Deux conditions doivent étre réunies pour utiliser ces tests : la distribution sous-jacente de X doit
étre normale, les procédures sont peu robustes par rapport a cette hypothése; les effectifs doivent étre
parfaitement équilibrés c.-a-d. ny = ny = ... = nxg = m. Une contrainte supplémentaire vient se ra-
jouter : les statistiques de test ne suivent pas une loi de probabilité d’usage courant, elles sont tabulées

spécifiquement.

Test de Hartley (ou Test Fmax)

La statistique du test repose sur le rapport entre la plus grande variance et la plus petite variance

conditionnelle

~2
O.WLLL.'IJ
~2
Oimin

H =

La région critique du test au niveau de signification « est définie comme suit

H>H_o(K,m—1)

Ou le seuil critique Hy_o (K, m — 1) est lue dans une table spécifique,ou K et m — 1 sont les degrés
de liberté®.

5. Voir par exemple http://www.gseis.ucla.edu/courses/help/fmax.html pour un risque o = 5%
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2.5 Comparaison de K variances - Test de Levene 31

Test de Cochran

Le test de Cochran utilise le rapport entre la variance conditionnelle maximale et la somme non
pondérée des variances :

~2
Omaz

C= 2
Zk”/%

La région critique s’écrit

C>Co(K,m—1)

Ou le seuil critique C1_o(K,m — 1), avec K et m — 1 les degrés de liberté, est lue dans une table

spécifique (Voir [6], Table 5, pour les risques o = 0.05 et o = 0.01).

2.5 Comparaison de K variances - Test de Levene

2.5.1 Principe, statistique de test, région critique

Le test de Levene est une alternative crédible du test de Bartlett (et de Fisher). Il est robuste
c.-a~d. il est moins sensible & un écart par rapport & 'hypothése de normalité. De fait, si la distribution
sous jacente de X n’est pas gaussienne : il aura moins tendance a détecter des faux positifs (conclure
a l'inégalité des variances alors que I’hypothése nulle est vraie) ; et il sera plus apte & détecter les vrais

positifs (conclure & juste titre a I'inégalité des variances) ©.

Pour tester ’homogénéité des variances dans K groupes, le test de Levene procéde en 2 temps. Une

transformation des variables est tout d’abord opérée, nous calculons

Zik = ‘l‘ij - Tk| (2.3)

ol Ty, est la moyenne des valeurs dans le sous-échantillon (2.

Puis, dans un second temps, la statistique W est calculée

(=K (a2
(K —1) Yopey o0 (zak — 2)°

A y regarder de plus prés, nous nous rendons compte qu’il s’agit 14 du rapport entre les carrés moyens

(2.4)

expliqués et les carrés moyens résiduels calculés sur les valeurs z;i : le test de Levene est donc une analyse

de variance sur la variable transformée.

Sous Hp, W suit une loi de Fisher a (K — 1,n — K) degrés de liberté. La région critique au risque «

est définie tout naturellement de la maniére suivante :

RC.:W >F_o(K—1,n-K)

Avec Fi_o(K — 1,n — K) est le quantile d’ordre (1 — «) de la loi de Fisher.

6. http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda35a.htm
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32 2 Comparaison de variances

2.5.2 Application sur la variance des salaires selon la garantie

La mise en oeuvre du test de Levene dans un tableur demande une petite préparation. Nous devons

notamment calculer les données transformées z;.. Par la suite, nous retrouvons le schéma de TANOVA

avec les calculs des effectifs et moyennes conditionnelles, la somme des carrés des écarts, etc. (Figure 2.3).

A B c
1
2 Sal.Femme | Garantie.Supp
3 749 caution
4 7.9 caution
5 8.07 caution
[53 7.05 caution
7 £.85 caution
g 772 hypothegue
9 B.76 hypothegue
10 651 hypothegue
11 6.93 hypothegue
12 751 hypothegue
13 B.60 hypothegue
14 B.79 hypothegue
15 7.580 hypothegue
16 7.06 hypothegue
17 729 hypothegue
18 7.38 hypothegue
19 7.B69 hypotheque
20 6.86 hypothegue
21 7T hypothegue
2 714 hypothegue
23 6.03 hypothegue
24 778 hypothegue
25 8.12 hypothegue
26 712 hypothegue
e 7.20 hypothegue
28 7.20 hypothegue
29 7.85 hypothegue
30 B.57 hypothegue
31 B.97 hypotheque
32 6.96 hypothegue
&8 7 hypothegue
34 72 hypothegue
a8 7.29 hypothegue
36 716 hypothegue
3 7.10 non
38 728 nan
39 TAT non
40 g.01 nan
A1 7.44 nan
42 7.59 non
43 7.25 non
44 77 non
45 6.40 nan
46 7.83 non
47 7.94 non
48 7.92 non
49 8.58 non
a0 716 nan
a1 8.29 non
a2 .51 nan

Détaillons cela :

E

caution
7.37

n_k
z_barre_k
SOMITE. CArres

F G H
| hypothegue | non
[ 718 | 783
Z
0.12 05437931  0.431875
0.02 04162069  0.231875
o7 06662063  0.051875
0.32 02452069  0.478125
0.52 0.3337931  0.091875
05762063 0058125
0.3062069  0.281875
03237931  0.238125
01162069 1.131875
01137931  0.001875
0.2037931  0.408125
05137931  0.388125
03162069  1.048125
05937931  0.371875
0.0362069 0758125
11462069 0721875
0.6037931
09437931
0.0562069
0.0237931
0.0237931
0.6737931
0.6052069
0.2062069
0.2162069
0.0562069
0.0637931
0.1137931
0.0152069
5 79 16
0.3360 0.3495 0.4221
0.3131 24126 1.7266
[z_barre 0.3718]
‘A 0 0509‘
B 4.4524
[ 03212]
‘ddh 2‘
ddi2 47
[F 053512 47) 3.1951]
[p-value 0.7269]

Fig. 2.3. Test de Levene - Salaire vs. Garantie

— Tout d’abord, les données ont été triées selon la variable "Garantie.Sup" afin d’en faciliter la lecture

(colonnes B et C).

— Nous calculons les moyennes conditionnelles des Z;, que nous utilisons pour centrer les données a

Uintérieur des sous-échantillons. Nous avons 1 = 7.37, To = 7.18 et T3 = 7.53. En colonne F, G et

H (ligne 5 a ligne 33), nous formons les séries z;; selon la formule 2.3.
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2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe 33

— Pour chaque sous échantillon, nous calculons ny (F35 a H35), z, (F36 a H36) et > ", (zix — 2x)*
(F37 a H37). Ainsi, pour la premiére modalité "garantie = caution", nous avons n; = 5, z; = 0.3360
et S0 (zin — 21)% = 0.3131

— La moyenne marginale des z;;, est z = 0.3716

Nous formons la quantité A = Zszl ng(Zy —2)? = 5x(0.3360—0.3716)2 429 x (0.3499 —0.3716)2 +

16 x (0.4221 — 0.3716)2 = 0.0609

~ Puis la quantité B = Y5 | ST (2 — 2)? = 0.3131 + 2.4126 + 1.7266 = 4.4524

— Reste a former le rapport pour obtenir la statistique de Levene

(50—3)x A (50 — 3) x 0.0609
(3—1)xB  (3—1)x4.4524

W = = 0.3212
— Au risque a = 5%, nous le comparons au seuil critique Fy 95(2,47) = 3.1951
— Manifestement, les variances sont identiques dans les sous-groupes.

— La probabilité critique (p-value = 0.7269) confirme cela.

Nous remarquerons la similitude des résultats avec ceux du test de Bartlett (concernant la p-value
du test principalement). La normalité des données étant crédible selon les tests réalisés en annexe ?7,
les résultats sont proches, c’est assez logique. Dans le cas contraire, distributions non gaussiennes, les
résultats peuvent étre trés différents voire contradictoires. On privilégiera alors systématiquement le test

de Levene.

2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe

2.6.1 Principe, statistique de test, région critique

Le test de Brown-Forsythe est une généralisation du test de Levene. Il en précise les conditions de ro-
bustesse. En effet, la formule de transformation de données z;; est mise en relation avec les caractéristiques

des distributions 7 :

— La transformation originelle n’est vraiment performante que si X est symétrique, avec une queue

de distribution modérée. On prendra alors
Zik = |@ik — T

— Lorsque la distribution est & queue lourde (loi de Cauchy par exemple), nous aurons intérét a utiliser
un autre type de transformation

Zik = @ik — Ty

ol Zj, est la moyenne des données comprises entre le quantile d’ordre 0.05 et le quantile d’ordre
0.95. En d’autres termes, la moyenne des données pour lesquelles nous aurons retiré 5% des valeurs
les plus basses, et 5% des valeurs les plus élevées. L’idée bien entendu est de lisser les données en

retirant les valeurs extrémes, la moyenne n’en sera que plus robuste.

7. http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda35a.htm
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34 2 Comparaison de variances

— Lorsque la distribution est asymétrique a gauche (y?(4) par exemple). On aura intérét a passer par

une autre transformation

Zik = | ik — T

oll T est la médiane conditionnelle.

Lorsque nous n’avons pas de connaissances précises sur les distributions, cette transformation est
conseillée. Elle réalise le meilleur compromis quelle que soit la distribution sous-jacente
de X. C’est la procédure a utiliser en priorité pour tester I’homogénéité des variances

dans un contexte générique.

2.6.2 Application sur la variance des salaires selon la garantie

Sur les mémes données que précédemment, comparer la variance des salaires féminins selon la garantie,
nous mettons en oeuvre la variante de Brown-Forsythe basée sur la médiane. L’organisation de la feuille
de calcul (Figure 2.4) est exactement la méme que celle du test de Levene (section 2.5.2), & la différence
que nous utilisons la médiane pour transformer les données (cellules F3 a H3) : &1 = 7.39, T2 = 7.16 et
Z3 = 7.50.

Au final, nous obtenons W = 0.3268 avec une probabilité critique (p-value = 0.7229). Les résultats

de cette variante sont trés proches de ceux du test de Levene et du test de Bartlett sur nos données.

Dans notre contexte, la répartition de la variable d’intérét étant compatible avec la loi normale, le test
de Bartlett est certainement le plus approprié. Pourtant, on remarquera que les autres méthodes, censées
plus performantes pour les autres types de distributions (asymétriques ou & queue lourde) ne s’effondrent
pas et donnent des résultats cohérents. Ce qui milite encore une fois pour leur utilisation, notamment la
variante de Brown-Forsythe basée sur la médiane conditionnelle, quelle que soit la loi sous-jacente des

données.

2.6.3 Une autre variante - Le test de O’Brien

Le test de O’Brien est une autre variante du test de Levene. Encore une fois, il s’agit de convertir
les données de maniére a ce qu’elles reflétent la variabilité des valeurs originelles®. Puis, comme dans le
test de Levene, pour détecter ’hétérogénéité des variances, nous réalisons une comparaison de moyennes

(ANOVA) sur les valeurs transformées.

Son principal intérét est que la transformation est paramétrée. Nous disposons d’un outil supplémen-

taire pour améliorer I’adéquation du test avec la véritable nature des données.

Les valeurs z;;, sont maintenant définies comme suit :

(w+ g — 2)ng(wik — T)? — wsi(ng — 1)
(nk — 1) (g — 2)

Zik = (25)

8. http://www.utd.edu/ herve/Abdi-0Brien2007-pretty.pdf
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2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe 35

A B C D E F G H

1

2 Sal.Femme| Garantie.Supp caution hypothegue noh
3 7.49 caution 7.39 7.16 7.50
4 734 cautian z

g g.07 cautian 0.1 0.56 0.4
B 7.05 caution 0 0.4 0.25
7 5.55 caution 0.8 0.65 0.03
8 772 hypothegue 0.34 0.23 0.51
9 6.76 hypothegue 0.54 0.35 0.06
10 6.51 hypothegue 0.56 0.09
1Al 5.93 hypothegue 0.37 0.25
12 7.51 hypothegue 0.34 027
13 560 hypothegue 01 1.1
14 6.79 hypothegue 0.13 0.03
15 7.50 hypothegue 0.22 0.44
16 7.06 hypothegue 0.53 0.4z
17 729 hypothegue 0.3 1.08
18 7.38 hypothegue 0.61 0.34
19 7.69 hypothegue 0.02 079
20 6.56 hypothegue 1.13 0.69
2 7T hypothegue 062

22 714 hypothegue 0.596

23 6.03 hypothegue 0.04

24 7.78 hypothegue 0.04

25 g.12 hypothegue 0.04

26 712 hypothegue 069

2 720 hypothegue .59

28 7.20 hypothegue 0.19

29 7.55 hypothegue 0z

30 6.97 hypothegue 0.05

K3 697 hypothegue 0.os
3z 6.96 hypathegue 0.13

33 7.1 hypothegue 1]

34 7.24 hypothegue

35 728 hypothegue n_k 5 22 16
36 7.6 hypothegue z_harre_k 0.3320 0.3453 04218
37 710 nan SOMITE. Carrés 0.3285 24316 1.7460
33 728 nan

39 747 nan

40 501 nan [z_barre 0.3708]

M 744 non

42 7.59 non |A 0.052?‘

43 725 non B 4.5061

44 7T nan

45 6.40 nan [ 0.3268]

45 7.53 non

47 7.94 non |dd|1 2‘

48 792 non ddI2 47

49 g.55 nan

] 7.16 nan [F oga .47 3.1951]

51 8.29 non

52 B.51 non [p-value 0.7224]

Fig. 2.4. Test de Brown-Forsythe - Salaire vs. Garantie

Nous pouvons fixer la valeur de w. Les auteurs proposent la valeur w = 0.5 par défaut (voir par exemple
[7], page 227). Mais nous pouvons faire mieux en la modulant de maniére a ce que les caractéristiques de

la distribution des z;; concorde avec celles de la variable originelle X.

Au final, il semble que le choix de w ne soit pas trés décisif. Le test de O’Brien d’ailleurs n’est pas

plus performant que les autres variantes du test de Levene?.

9. Voir http://v8doc.sas.com/sashtml/stat/chap30/sect37.htm
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Comparaison de proportions

3.1 Comparaison de 2 proportions

Dans ce chapitre, nous considérons que X est binaire, définie dans {1;0}. Elle prend la valeur 1 lorsque
I'individu posséde la caractéristique qui nous intéresse. Bien évidemment, la variable X ne peut pas étre
gaussienne, néanmoins nous restons dans un cadre paramétrique car X est distribuée selon une loi
de Bernoulli B(1,p) ou p est la paramétre que nous manipulons. La connaissance de p définit totalement
la distribution. Lors des tests de comparaisons, ce sont les estimations de p dans chaque sous échantillon

que nous confronterons.

3.1.1 Estimation et distribution

Nous disposons d’un échantillon de taille n, les individus sont tirés de maniére indépendante. La

statistique S

i=1

suit une loi binomiale de paramétres B(n,p), d’espérance E(S) = np et de variance 0% = np(1 — p).
Lorsque n est suffisamment élevé, le théoréme central limite s’applique, S tend vers la loi normale. En

pratique, on juge que Papproximation est bonne dés que np(1 — p) > 9 (voir [5], page 264).

Un estimateur sans biais de p est la fréquence observée

avec cette fois-ci E(f) =p et 0} = @.

En y regardant de plus prés, on constate que f est une moyenne calculée sur une variable codée 0/1.

Toujours sous les conditions ci-dessus, la distribution de f est asymptotiquement gaussienne

f&/\f(p, p(l—p)>

Nous utiliserons abondamment ces résultats dans les sections consacrées aux tests.
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38 3 Comparaison de proportions

3.1.2 Test de comparaison, statistique du test et région critique

Nous disposons de 2 échantillons (21 et (25, nous souhaitons savoir si la proportion des individus
portant le caractére étudié est la méme dans les sous populations. Auquel cas, les populations sont

homogeénes du point de vue de la variable d’intérét. Les hypothéses & confronter sont

Hy:p1=po
Hy :p1 # po

Nous formons la statistique D = fi; — f3. A la lumiére de la section précédente, elle suit asymptoti-

quement, une loi normale d’espérance

E(D) =P1—DP2

Et de variance

V(D) = pil=p1) | p2(l—p2)

nq U»)

Sous Hy : p1 = p2 = p, la proportion est la méme dans les sous-populations, les caractéristiques
deviennent E(D) =0 et

vwwnm—mg%+i>

Il ne reste plus qu’a passer aux estimations des proportions p & partir des fréquences f. Pour les

fréquences conditionnelles, nous produisons

1 2
k= fr =— > Tik
Pr=fi= o ; i
Et pour la fréquence globale,

nif1 +nafo
ny + no

p=1rf=
Statistique du test

Sous Hy, et lorsque n1 et no sont suflisamment élevés, la statistique du test U suit une loi normale

centrée réduite :

S J0-DE 4 2)
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3.1 Comparaison de 2 proportions 39
Région critique

Pour un test bilatéral au risque «, I’hypothése nulle est rejetée lorsque

R.C.:|U| > Ui—g

3.1.3 Un exemple numérique : proportion de 1’acceptation selon le type d’emploi

A B C D E
1
2
3 Daonnées ~[Ermplaoi -
4 Mombre de Acceptation2 Mombre de Acceptation
5 Acceptation - cdd cdi cdd cdi
6 |oui 5 28 37.680% 82.35%
7 |non 10 A 52.50% 17.65%
g |Total 16 34 100.00% 100.00%
9
10
11 il 0.3750
12 2 0.8235
13
14 [f 0.5300]
15
16 D -0.4485
17 sigma 01414
18
19 [U -3.1716]
20
21 [u_0575 1.9600]
22
23 [p-value 0.0015]

Fig. 3.1. Comparaison des proportions - Acceptation selon emploi

Toujours & partir de notre fichier de travail (Figure 0.1), nous souhaitons savoir si la proportion des
dossiers acceptés est différent selon le type d’emploi de la personne de référence du dossier. Avec 'outil
"Tableaux croisés dynamiques", nous obtenons a la fois les effectifs et les proportions (Figure 3.1). Nous
observons ainsi :
— La premiére sous-population est définie par les individus en "cdd", la seconde en "cdi".
— Les effectifs respectifs des personnes en "cdd" et "cdi" sont n; = 16 et no = 34
— Le nombre de personnes ayant été accepté parmi les "cdd" (resp. "cdi") est de 6 parmi 16 (resp. 28
parmi 34), la fréquence observée est f; = 1—66 = 0.3750 (resp. fo = 0.8235)

— Lafréquence de "Acceptation" globalement, dans les 2 sous-échantillons, est f = 16XO'37i’gi§jxo‘8235 =
0.6800

— Nous pouvons en déduire D = 0.3750 — 0.8235 = —0.4485, I'estimation de son écart type 6p =
\/0.68(1 —0.68)(15 + 3q) = 0.1414 et la statistique du test U = 753352 = —3.1716

0.1414
— Le seulil critique au risque 5% pour un test bilatéral est u1—g = 1.96. Puisque nous sommes dans

la zone de rejet |U| = 3.1716 > u1—g = 1.96, nous concluons que la probabilité d’acceptation du
crédit est différent selon le type d’emploi de la personne de référence.

— La p-value du test (0.0015) est cohérente avec a cette conclusion.

Au final, nous dirons qu’il faut quand méme étre trés circonspect par rapport a cet exemple. Le faible

effectif, surtout (nq = 16), rend 'approximation normale un peu (beaucoup) hasardeuse.
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40 3 Comparaison de proportions

3.2 Test d’homogénéité du x2 pour 2 populations
3.2.1 Position du probléme, statistique du test et région critique

Ce test est d’une certaine maniére une généralisation du test de proportion. Nous considérons main-
tenant que X est une variable discréte prenant R valeurs : X peut étre une variable catégorielle, une
variable ordinale ou une variable continue découpée en intervalles. Le test est non paramétrique, peu

importe la distribution sous-jacente de X.

Nous souhaitons vérifier si la distribution de X est la méme dans les deux sous populations. Soit p, /i

la probabilité d’obtenir X = r dans la sous-population k, 'hypothése nulle du test s’écrit :

Hy *Prj1 = Pr/2, vr

On sert pour cela des échantillons 21 et {25. Nous noterons o, le nombre d’observations X = r dans

Péchantillon 2. La statistique du test(voir [2], pages 314 et 315) s’écrit

2

R Or1 __ Oﬂ)

2 ni no

Xobs = N1M2 Z (32)
r—1 Or1 + Op2

On remarquera que le rapport ‘;L: est la proportion du caractére X = r dans le sous échantillon &

c-a-d. prp = 9=, Sous HO, X% suit asymptotiquement une loi du x? & (R — 1) degrés de liberté.

La région critique du test pour un niveau de signification a s’écrit

RC.:x%, > X} (R-1)

X3_, (R —1) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi du x?(R — 1).

3.2.2 Un exemple numérique : distribution de I’acceptation selon le type d’emploi

Réitérons notre exemple de test de comparaison de proportions (section 3.1.3) en 'appréhendant sous
I’angle du test de comparaison de distributions. Nous souhaitons savoir si la proportion des acceptation
et refus de crédit sont les mémes selon le type d’emploi. Le tableau croisé dynamique initial est le méme
(Figure 3.1), les ratios calculés sont différents pour obtenir la nouvelle statistique du test (Figure 3.2) :

. o s 0.3750—0.8235)% | (0.625—0.1765)°
— A partir des distributions conditionnelles, nous formons A = ! T B 4 & 1076 =

S50 + 2452 = 0.0185

— Nous en déduisons x?2,, = 16 x 34 x 0.0185 = 10.0589

— Le nombre de degrés de liberté est R —1 =2 — 1 = 1. La loi du x? nous fournit le seuil critique
XB5(1) = 3.8415

— Au risque o = 5%, nous concluons que les disparités entre les proportions ne sont pas dues au

hasard, aux fluctuations d’échantillonnage. Il y a véritablement un différence de comportement

dans les 2 sous populations.
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A B B D E F G H \

1

2

3 Donnges ~[Ernploi -

4 Mombre de Acceptation2 Mombre de Acceptation

5 |Acceptation - cdd cdi cdd cdi Ecart Ecart?  Eff Marginal
6 |oui 3 25 37.50% 62.35% -0.4485 0.2012 34

7 |non 10 6 £2.50% 17.66% 0.4485 0.2012 15

8 [Total 15 34 100 00% 100 00%

9

10

1 [A 0.0185]

12 [chi*Z_obs 10.0583]

13

14 el 1]
15| [chi®2 D.95(1) 3.8415]

15

17 [p-value 0.0015]

Fig. 3.2. Comparaison des distributions - Acceptation selon emploi

L’intérét de cet exemple est que nous pouvons faire le paralléle avec les résultats de la comparaison

des proportions (section 3.1.3). Les résultats doivent étre équivalents.

Rappelons la relation entre la loi normale et la loi du x?, dans notre cas nous savons que [N(0,1)]? =

x2(1). La statistique du test précédent U = —3.1716 suit une loi normale, lorsque nous la passons au

carré U? = (3.1716)? = 10.0589, exactement la valeur de la statistique obtenue dans la seconde approche

x2,. = 10.0589.

Pour le cas particulier (R =

2), les deux approches sont totalement équivalentes.

3.2.3 Un exemple numérique : distribution de la garantie selon le type d’emploi

A B © D E G H
1
2
3 Données v\EmpIm -
4 MNaornbre de Emploi MNornbre de Ernplai2
5 | Garantie. Supp w|cdd cdi cdd cdi Ecart Ecart? Eff Marginal
B |caution 3 2 18.75% 5.85% 0.1287 0.0166 4
7 |hypathegue 10 19 62.50% 55.88% 0.0662 0.0044 29
8 |non 3 13 18.75% 35.24% -0.1949 0.0380 16
9 |Tatal 18 34 100.00% 100.00%
10
11
12 [A 11,0058
13 [chi*2_obs 3.1745]
14
15 [ddal 2]
16 [chisz_0.9a(1) 59215
17
18 [povalue 11 2045

Fig. 3.3. Comparaison des distributions - Garantie supplémentaire selon emploi

L’avantage du test d’homogénéité des distributions est que nous pouvons appréhender les cas (R > 2).

Nous voulons cette fois-ci comparer la structure 