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Résumé

Cette fiche se décompose en deux parties. La premiére partie est composée de
questions de cours dont les justifications sont en générales trés courtes et dont toutes
les réponses figurent dans le cours (moyennant une petite réflexion par moment).
Les questions ne sont pas difficiles et sont un bon moyen pour vous de travailler le
cours et de vérifier que les notions sont comprises. La deuxiéme partie est composée
de deux exercices d’applications pour vérifier que les exercices effectuées en TD sont
maitrisées. A nouveau, ces derniers sont trés proches de ceux effectués en TD et
seront un excellent moyen pour vous de vérifier que vous savez refaire ce qui a été
fait en TD.


guillaume.metzler@univ-lyon2.fr

1 Questions de cours

1. Soit un F un K-espace vectoriel. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7 Justifiez.

(a) Soit x un élément non nul de E, alors la famille (x) est libre.

VRAI La famille ne comporte qu’un seul vecteur non nul, elle est donc
obligatoirement libre.

(b) Solent x #y € E, alors la famille (x,y) est libre.
FAUX (en général). Prenons deux vecteurs de R?, disons x = (1,0) et
y = (2,0), nous avons bien x # y mais y = 2x. La famille de vecteurs
(x,y) ainsi définie est liée.

(c) Si une famille de vecteurs de E contient le vecteur nul, elle est liée.

VRAIL On montre facilement que la définition de famille libre n’est pas
vérifiée car

1-0=0.

(d) Une famille libre de vecteurs (x1, . ..,X;,) est une base de F' = Vect({x1,...,Xn}).

VRAI La famille est libre, de plus, par définition elle engendre 1'espace F,
elle est donc génératrice. Etant libre et génératrice, ¢’est donc une base de F.

2. Soit F un K-espace vectoriel non nul. Les propositions A et B suivantes sont-
elles équivalentes ? Est-ce que I'un implique 'autre ?

(a) A : (x,y) est une famille lice de E.
B : 3X € K tel que y = Ax.

Les propositions A et B sont équivalentes, c’est la définition de famille liée.

(b) A :(x1,...,%,) est une famille libre de E.
B:si(A,...,A\n) =(0,...,0) alors :

n
Z Apxp = 0g
k=1
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La proposition B est toujours vraie, peu importe que la famille soit libre ou
non. On a donc toujours A implique B, en revanche la réciproque est fausse.

(¢) A : E est une espace vectoriel de dimension 1.
B :Va € E tel que a # 0, alors E = Vect(a).

Il y a équivalence entre les deux propositions. En effet, pour tout a € £ non
nul, la famille (a) est libre, de plus F est de dimension 1 donc (a) est une

base de E. De méme si F est 'espace engendré par un vecteur a non nul, il a
donc une base qui ne comporte qu’un seul vecteur, il est donc de dimension 1.

3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Les propositions sui-
vantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) Tout famille libre de E compte au plus n vecteurs.
VRAL Si on a une famille d’au moins n 4 1 vecteurs dans un espace dimen-
sion n, elle est nécessairement liée.

Cette proposition est donc une condition nécessaire pour qu'une famille soit
libre (mais pas suffisante!)

(b) Tout famille génératrice de E compte au plus n vecteurs.

FAUX. Il faudrait reformuler de la fagon suivante : toute famille génératrice
de E compte au moins n vecteurs.

En effet, on a vu qu’un espace de dimension n était engendré par une famille
de n vecteurs.

(c¢) Une famille qui compte moins de n vecteurs est libre.
FAUX. La famille réduite au vecteur nul n’est pas libre.
(d) Une famille qui compte plus de n vecteurs est liée.

VRAIL C’est une conséquence de la question a). Une famille libre compte
au plus n vecteurs.

(e) Une famille qui compte plus de n vecteurs est génératrice.

FAUX. La famille de vecteurs (eq,2eq,3e1,--- ,ney, (n+ 1)ey), ou e est le
premier vecteur de la base canonique de R", i.e. 1 = (1,0,0,--- ,...,0), est
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une famille de n + 1 vecteurs mais non génératrice.

(f) Si F est un sous-espace vectoriel de E, une famille libre de vecteurs de F
est une famille libre de vecteurs de E.

VRAI F étant un sous-espace de E, si une famille de vecteurs est une fa-
mille libre de F', c’est a fortiori une famille libre de E car les vecteurs de F
sont aussi des vecteurs de F.

(g) Si F est un sous-espace vectoriel de F, une famille génératrice de F' est une
famille génératrice de F.

FAUX. Si F est différent de E, la famille de vecteur qui engendre F' n’en-
gendre pas E.

4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et soient F' et G des
sous-espaces vectoriels de E. Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ?
L’une implique-t-elle I'autre ?

A:FeG=F
B: FNG = {0} et dim(F)+ dim(G) = n.

Si A est vraie, alors I'intersection entre F' et G est réduite au vecteur nul de F
(c’est la définition d’espaces supplémentaires) et dim(F') + dim(G) = n d’aprés
le Corollaire 7?7 . Donc B est vraie Réciproquement si B est vraie, en posant
H = F ® G, on peut dire que H est un sous-espace vectoriel de F, de plus

dim(H) = dim(F) + dim(G) = dim(E).

Donc les espaces H et E sont égaux d’aprés la Proposition 77.

5. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n € N* muni d’une base (e1, ..., e,).
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n’ € N* et f € Z(E,E’). Les pro-
positions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) (f(e1),...,f(en)) est une base de Im(f)

FAUX. Par définition I'image de f est bien engendrée en calculant I'image
des vecteurs de base par I’application f. En revanche, rien ne garantit que
cette famille soit libre! Ce n’est d’ailleurs jamais le cas si on considére f = 0,
1.e. application nulle.
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(b) rg(f) =rg((f(e1),..., f(en))).

VRAIL En effet, la famille (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de
I'image de f.

(c) f est injective si et seulement si dim(Ker(f)) =0

VRAL On a vu plus t6t qu'une application linéaire est injective si et seule-
ment si son noyau est réduit au vecteur nul.

(d) f est surjective si et seulement si dim(Im(f)) =n

FAUX. La proposition aurait été vraie si n = n’. En revanche, d’aprés le
théoréme du rang on a dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n, ce qui
implique que dim(Ker(f)) =0 et donc f est injective.

(e) f est surjective si et seulement si dim(Im(f)) =n’

VRAI Car étre surjectif est équivalent a dire que I'm(f) = E’, ce qui équi-
vaut & l'égalité des dimensions entre ces deux espaces (car I'm(f) est un
sous-espace de E').

6. Soit F un K-espace vectoriel et soit ¢ une forme linéaire sur E/. Montrer que ¢
est nulle ou surjective.

FE étant un espace vectoriel, sa dimension n est supérieure ou égale a 1. De
plus, ¢ étant une forme linéaire, I'image de ¢ est un sous-espace de R (espace
de dimension 1). Ainsi dim(Im(y)) < 1, donc deux possibilités.

i) dim(Im(p)) = 0, donc Im(p)) = 0. L’application ¢ est donc 'application
qui a tout vecteur x € E associe le vecteur nul 0.

ii) dim(Im(p)) =1 = dim(R), ce qui signifie que Im(yp) = R donc ¢ est sur-
jective.

7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit f € Z(F). Les
propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) Sirg(f) =n, alors f € 4.2 (E).

VRALI La proposition indique que f est surjective. De plus, f est également
injective d’aprés le Théoréme du rang. On en déduit que f est bijective, i.e.

nsTITUT

5 - Algebre Linéaire - L2 Informatique *% munscarion



il s’agit d'un automorphisme de E, i.e. f € Y.Z(E).
Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

FAUX. Considérons 'application f : R? — R?, ou R? est muni de la base
canonique, définie par

fler)=0 et fle:)=e1.

Dans ce cas, Ker(f) = Im(f) = R, on a bien dim(Ker(f))+dim(Im(f)) =
2 mais les deux sous-espace ne sont pas supplémentaires car 'intersection
n’est pas réduite & 0 mais a R.

Si Ker(f)NIm(f) = {0}, alors Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans
E.

VRALI C’est d’ailleurs I’hypothése qui manquait & la question précédente et
I’égalité des dimensions est une conséquence du Théoréme du rang.

2 Exercices

Exercice 2.1. Soit E un ensemble, typiquement E = R? muni d’une loi interne, notée
+ et d’une loi externe notée - définies pour tout X,y € E et pour tout A € R par

x4y = (x1,22)+(y1,42) = (z1+y1,22+y2) et A-x=X-(x1,22) = (A(x1+22), A\x2).

L’ensemble (E,+,-) a-t-il une structure d’espace vectoriel sur R ¢

Correction

On peut montrer qu’il ne s’agit pas d’'un espace vectoriel. En effet, rappelons que
nous devons montrer que les différents points

1.

(E,+) est un groupe abélien (i.e. commutatif)

2.VxeF,1-x=x.

3. V(e, ) ER2, VX € E, (a+8)-x=a-x+ X
4. Vo eR, Vx,xX' € FE, a-(x+x)=a-x+a-x.
Y(a,B) ER%, Vx € E, a-(B-x)) = (afB) - x.

D.

1

. (a) Tl est clair que la somme de deux éléments de R? reste un élément de R2.
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(b) La loi + est associative, nous avons bien x + (y +z) = (x +y) + 2.
(c) Elle admet un élément neutre qui est le vecteur (0,0).

(d) L’existence d’'un inverse pour tout élément x défini par —x pour lequel on
a—-x+x=x—x=0.

(e) La loi + est bien commutative, on a bien x +y =y + x.

2. L’existence d’un élément neutre pour la loi externe, noté 1, pour lequel nous
devons avoir 1-x = x. Or, pour tout x, nous avons 1x = 1- (z1,x2) = (21 +
x9,x2) # x. Ce qui met en défaut ce point la.

3. La distributivité par rapport & la loi interne : ¥(, 8) € R?, ¥x € E

(a+B) x= (a+pB)- (21,72),

= ((a+ B)(z1 + 22), (a + B)x2),

= (a(x1 + x2), axz) + (B(21 + 22), Br2),
= oz-x+ﬂ-x.

4. On vérifie aisément la distributivité par rapport a la loi externe. Pour cela
VAER, Vx,x' € E,

Ao(x+x)= N (21 + 2,20 +25),

= (A1 + 2] + 22 + 2), M2 + 25)),

= (Ax1 + Azo + M) + Aah, Axo + A\xb),
= (Mx1 + 22), A\12) + (M2 + 25), A\xh),
= X (21, 22) + X (2], 75),

= A-x+ 2%\

5. On vérifie I'associativitié¢ par rapport a la loi externe V(a, 3) € R?, Vx € E

a-(B-x)) = a-(B(r1+ 22), Br2),
= (af(z1 + z2) + afza, (af)x2),
= (ap) - x.

Exercice 2.2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?

1. By ={(z,y,2) €R® |z —y + 2z = 0}.

2. By ={(z,y,2) e R® |z —y+ 2z = —4},
8. B3 ={(z,y,2) € R® |3z — 6y + 22 =0} N {(z,y,2) € R® | 22 — y + 32 = 0},

4. By ={(z,y,2) € R® |3z — 6y + 22 =0} U {(z,y,2) € R® | 2z — y + 32 = 0}.
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Correction

1. On trouve ici I’équation d’un hyperplan de R3, c’est donc un sous espace vec-
toriel de R3.
Faire les calculs pour s’en convaincre, en vérifiant que 1’ensemble est non vide
et qu'’il est stable par combinaison linéaire.

2. On trouve ici I'équation d’un hyperplan affine de R?, ce n’est donc pas un
sous espace vectoriel de R3.
En effet, le vecteur Ogs n’appartient pas a ’ensemble.

3. L’ensemble F5 ainsi défini s’écrit comme l'intersection de autres sous-ensembles.
Or ces deux sous-ensembles sont des hyperplans de R? et nous avons vu que
I'intersection de deux sous-espaces vectoriels reste un espace vectoriel.

4. Dans le cas présent, nous ne pouvons pas utiliser un théoréme du cours. En gé-
néral I'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.
On va donc chercher un contre exemple.

Le vecteur (2, 1,0) appartient a l’espace F' = {(m, y,2) €R3 |3z — 6y + 22 = 0}
et le vecteur (1, 2,0) appartient a I’espace G = {(x, y,2) ER3 |22 —y+ 32 = 0}.
Cependant le vecteur (2,1,0) 4 (1,2,0) = (3,3,0) n’est ni élément de F, ni un
élément de G, ce n’est donc pas un élément de F' U G.
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