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Résumé

Le présent travail est a rendre, sur feuille, pour le jeudi 7 mars 2024.
Il vous permettra de vous préparer pour votre premier controle du 14 mars 2024.
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y | 1|42 |45 22|42
1| -2 |3 |-1| 1 -4 3
x2| 012|071 0 0 -2

TABLE 1 — Tableau des données : y représente les valeurs de la variable dépendante, x1
et x9 les valeurs des covariables indépendantes.

Etude d’un probléme de régression

On considére le jeu de données présenté en Table 1.

On considére le modéle de régression multiple suivant
y=X8+e.
1. Rappeler les hypothéses du modéle linéaire gaussien.
Les hypothéses du modéle linéaire gaussien sont les suivantes :

e La variable Y est supposée gaussien de moyenne X3 et de variance inconnue
o2. D’ailleurs seule Y sera aléatoire et X sera déterministe par la suite,
e les observations {(y;,x;)}, sont supposées i.i.d.,
e les erreurs du modéles seront supposées normalement distribuées et indé-
pendantes. Plus précisément € ~ N(0,02I), ot 02 est inconnue.
ii.d.

2. Dans le cas présent, définir les objets y, X, 3 et € ainsi que leurs dimensions.

Le vecteur y est un vecteur de R®, la matrice design X est une matrice de Ms 3,
e e R et B R

3. On considére le probléme d’optimisation

min [y — Xg]3.
B
(a) Donner D'expression littérale de 3, estimateur de 3.

L’estimateur B des moindres carrés ordinaires est donné par

8= (XTX>71 XTy.

uuuuuuuuuuuuuuu
ooooooooo
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(b) Calculer sa valeur numeérique, a la main. On donnera un résultat précis au
centiéme prés, soit deux chiffres aprés la virgule.

Nous effectuerons les calculs sous ‘R pour cette correction

x0 = rep(1,6)

x1 = ¢(-2,3,-1,1,-4,3)
x2 = ¢(0,2,0,0,0,-2)
X = cbind(x0,x1,x2)

y = matrix(c(1,4,2,4.5,2.2,4.2), ncol =1)

beta_hat = solve (t(X)%*%X)%*%t (X) %*%y
beta_hat

#it [,1]
## x0 2.983333
## x1 0.407500
## x2 -0.050000

4. A Taide du logiciel ‘R.

(a) Tester la significativité des paramétres du modéle. On prendra le soin de
définir le test employé, la définition et la valeur de la statistique de test
ainsi que le distribution associée a ce test.

Pour tester la significativité des parameétres 3;, nous formulons les hypo-
théses suivantes :

H()Zﬁj:o VS 5]7&0

C’est un test statistique biltéral qui repose sur la loi de Student! Plus pré-
ciséement, une loi de Student a n — p — 1 degrés de liberté soit, 3 degrés de
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liberté dans le cas présent, ol p représente le nombre de variables dans le
modéle.

oo BB
test = — ———.
Var|p;]
La variance des estimateurs est donnée par
Var[8] = o*(XTX)7!,

oll 02 est inconnue et dont une estimation est donnée par

1 n
~92 ~2
o = — Ex.
n—p—liz; !

Il ne nous reste plus qu’a effectuer les applications numériques

data = data.frame(X[,c(2,3)],y)

data

##  x1 x2 y
## 1 -2 01.0
# 2 3 24.0
## 3 -1 0 2.0
# 4 1 0 4.5
## 5 -4 0 2.2
# 6 3 -24.2

mymodel = 1m(y~., data= data)
beta_hat = mymodel$coefficients

# Extraire les résidus
res = mymodel$residuals

# Estimation de la vartance des résidus
sigma2_hat = (1/(n-p-1))*sum(res~2)

# Matrice de wariance de l'estimateur
var_hat = sigma2_hat * solve (t(X)%*%X)

# On peut extraire l'écart_type des différents coefficients
s_beta_hat = sqrt(diag(var_hat))

# Calcul des wvaleurs de la statistique de test

a ure
[CuniversiTe i
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t_test = beta_hat / s_beta_hat

p_val = 2%(1-pt(abs(t_test),n-p-1))
p_val

## (Intercept) x1 x2
## 0.007048412 0.102017396 0.906297903

(b) Comment tester si le modeéle est globalement significatif ? Définir le test,
calculer sa valeur et conclure quant a la significativité du modéle.

Pour tester si le modéle est globalement significatif, on procéde au test
suivant

H0:51:62263:...:6p:0 VS leﬂje[[l,p]]t.q.ﬁj;é().

C’est un test qui repose sur la loi de Fisher. Plus précisément sur la loi de
Fisher & p et n — p — 1 degrés de libertés.

On rappelle la formule de décomposition de la variance

SCT = SCE + SCR,

N

ou .

i) SCT : somme des carrés totauzx qui est égale a Y 1 | (y; — )2
ii) SCE : somme des carrés expliqués qui est égale & > i, (§; — §)>.
iii) SCR : somme des carrés résiduels qui est égale a > (y; — ;)°.

On peut calculer des variances qui sont débiaisées. Pour la variance rési-
SCR

duelle : MSR = —— . Pour la variance expliquée par le modéle :

n—p—1
msE = 2E

La statistique de test de Fisher est donnée par

SCFE
e ___ p__MSE
test SCR MSR’
n—p—1

qui va suivre une distribution de Student & p et n —p — 1 degrés de liberté.

Calculons toutes ces quantités
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# Test de Fisher

SCR = sum(res~2)
SCT = sum((data$y - mean(data$y))~2)
SCE = SCT - SCR

F_test = (SCE/p) / (SCR/(n-p-1))

# Calcul de la p-value
p_val = 1-pf(F_test, p, n-p-1)
p_val

## [1] 0.2114746

5. On s’intéresse maintenant & la qualité du modéle.

(a) Calculer le coefficient de détermination R? du modéle de régression construit.

On rappelle que I'on a la relation suivante

SCR
R?—1_.n__, SCR_SCE
SCT SCT ~ SCT

n

On prend ici en compte les estimateurs biaisés des variances.

# Calcul du R°2

R_squared = 1 - SCR/SCT
R_squared

## [1] 0.645046

(b) En déduire la valeur du coefficient de détermination ajusté sz.

# Calcul du R°2 ajusté

R_adj_squared = 1 - (SCR/SCT) * (n-1)/(n-p-1)
R_adj_squared

## [1] 0.40841

o } o = BT
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(c) Calculer le BIC du modéle.

On rappelle que le BIC d’'un modéle de régression est donnée par la relation

BIC =n(In(27)+ 1)+ nln (%) + (p + 2) In(n).
# Calcul du BIC du modéele

BIC(mymodel)
## [1] 21.23849
n*xlog(2*pi)+n + n*log(SCR/n) + (p+2)*log(n)

## [1] 21.23849

6. Retour sur un modéle linéaire simple. On considére le modéle suivant, qui n’uti-
lise que la covariable x1, i.e.,

y = Bo + Bix1 + €.

(a) Effectuer la régression linéaire simple, a la main, et déterminer le coefficient
de détermination ajusté de modéle.

On se contentera de faire les calculs a 'aide de “R.

# Modéle linéaire simple

my_simple_model = lm(y ~ x1,data = data)
summary (my_simple_model)

H##

## Call:

## 1lm(formula = y ~ x1, data = data)

#it

## Residuals:

#it 1 2 3 4 5 6
## -1.168333 -0.205833 -0.575833 1.109167 0.846667 -0.005833
#it

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>[t|)

## (Intercept) 2.9833 0.3919 7.612 0.0016 *x

## x1 0.4075 0.1518 2.685 0.0550 .

##t ---
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## Signif. codes: O 'x**' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#Hit

## Residual standard error: 0.96 on 4 degrees of freedom

## Multiple R-squared: 0.6431,Adjusted R-squared: 0.5539

## F-statistic: 7.208 on 1 and 4 DF, p-value: 0.05496

# On peut extraire directement le coefficient
# de détermination ajusté via la commande suivante

summary (my_simple_model)$adj.r.squared

## [1] 0.553887

(b) Comparer le résultat obtenu au modéle multiple et dire qu’elle est le meilleur
modéle.

# Modéle linéaire simple

summary (my_simple_model)$adj.r.squared
## [1] 0.553887

# Modéle linéaire multiple

summary (mymodel) $adj.r.squared

## [1] 0.40841

Le modéle linéaire multiple présente un sz plus faible que le modéle linéaire
simple. Le modéle multiple est donc moins intéressant que le modéle simple.

TR Uik anmrosolocte
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