NSTITUT

E’ic De La

municarion

NGENIERIE 4 CONNAISSANCES

Modélisation Linéaire
Licence 3 MIASHS et Informatique

Guillaume Metzler

Institut de Communication (ICOM)
Université de Lyon, Université Lumiére Lyon 2
Laboratoire ERIC UR 3083, Lyon, France

guillaume.metzler@univ-lyon2.fr

Résumé
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Premiére partie

Introduction

La modélisation linéaire (ou non linéaire) a pour but de chercher & décrire des phé-
noménes a ’aide d’une équation liant des variables aléatoires. Plus précisément, on va
chercher & prédire ou expliquer les valeurs d’une variable aléatoire Y a 'aide de plusieurs
variables explicatives X1, Xo,..., X,.

Pour établir ce lien, nous nous basons sur des observations qui vont nous permettre
d’estimer les parameétres du modéle décrivant le phénoméne. Cependant, le processus de
récolte ou de traitement des données est sujet aux erreurs ce qui peut induire un biais
dans le modéle appris. Cette erreur est souvent modéliser par une variable aléatoire e
dont la nature dépendra du type de modéle considéré.

Finalement, la modélisation consistera a déterminer la fonction inconnue f qui va
permettre de lier la variable a expliquer Y aux variables explicatives X7, ..., X, en tenant
compte d’un éventuel bruit (notre erreur) dans les données, i.e.,

Y =f(X)+e,
ou X = (X1, Xo,...,X,) et f est la fonction que I'on cherche a déterminer et qui
va dépendre de paramétres.

Ce travail de modélisation est souvent accompagné d’une phase exploratoire des
données.

Statistiques

Exploration + Modélisation — Data Mining

Quelques problématiques

La nature de la modélisation change en fonction de la nature de Y :

e si Y est qualitative, on parle alors d’un probléme de classification
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e si Y est quantitative, on parlera de probléme de régression.

Ce sont des contextes trés classiques en modélisation. Il existe un dernier cas, non
traité ici qui correspond au cas ou l’on ne dispose pas de variable Y, mais uniquement

des variables explicatives et on cherche & construire des groupes. On parle alors de de
clustering, une méthode souvent appliquée dans la statistique en grande dimension.

Choix du modéle

Il existe plusieurs facons d’estimer la fonction f qui peuvent aboutir a différentes
estimations. Ces derniéres peuvent également dépendre de la quantité d’informations uti-
lisée, i.e. du nombre de variables explicatives que I'on va employer.

L’objectif des problémes de régression que nous étudierons sera de trouver un équilibre
entre :

e un nombre important de variables explicatives : ce qui permettra au
modéle de mieux expliquer les données mais avec un pouvoir prédictif plus
faible, i.e., un risque de mauvaises prédictions plus élevé.

e peu de variables explicatives : le modéle présentera une faible variance,
donc des prédictions potentiellement plus faible. En revanche ce dernier aura
plus de difficultés a expliquer les données.

Cette notion fera ultérieurement référence au compromis biais - variance du
modéle, une notion trés importante que vous retrouverez dans un contexte d’apprentis-
sage statistique et qui sera liée & la notion de complexité du modéle. Cette derniére
étant tres liée & la quantité d’information, donc de variables employées.

Technique de sélections de modéles

Ces derniéres sont souvent classées en deux catégories

Sélection de variables , L L.
Reégularisation ou pénalisation

Elle repose sur des critéres statis-
tiques de mesure qualité d’un mo-
déle qui tiennent compte du nombre
de parameétres employés.

Des tests statistiques sont ensuite
employés pour déterminer si la dif-
férence de résultats est significative
ou non.

Procédé souvent utilisé dans la sta-
tistiques en grande dimension pour
sélectionner de facon automatique
les variables les plus pertinentes.
Cela se fait en ajoutant des termes
dits de pénalités au sein du pro-
bléme que ’on cherche & résoudre.

ocroLocre

6 - Modélisation Linéaire - L3-MIASHS - Info St <o omae © Fmunicarion

UFR anTHropoLoGIe nsTITUT
[



Modéles étudiés.

Nous nous intéresserons & plusieurs modéles dans le cadre de ce cours. Le plus
simple étant le modéle linéaire gaussien se présentant sous la forme

Y = f(X) +e,

ott nous ferons ’hypothése que X sont déterministes et que ¢ ~ N(0,02), ol o2
désigne la variance ou le bruit présent dans nos données.

La fonction f aura alors une forme trés spécifique dans ce contexte. Nous prendrons
une fonction affine de la forme

p
f(x) = Bo+ Brx1 + Paza + ... + Bprp = Zﬁjl‘j.

J=0

Nous verrons également, a travers la régression logistique, comment traiter un
probléme de classification avec un modéle dit de régression. Dans ce contexte 14, la
variable que l'on cherchera & expliquer

Nous verrons également comment ’ANOVA, présentée en statistiques inférentielles
peut étre abordée selon un point de vue différents a ’aide de cette théorie.

Enfin, il sera aussi intéressant de voir que les problémes de régressions peuvent
aussi étre étudiés et développées avec des méthodes non paramétriques, comme la ré-
gression a noyaux ou encore par des méthodes plus informatiques a I’aide de réseaux
de neurones.

Pour I'ensemble de ces modéles, nous en étudierons les propriétés statistiques et
nous verrons les tests qui permettent de montrer la pertinence ou non des informations
utilisées.

Les notions abordées lors du cours de statistiques inférentielles pourront également nous
servir & construire des intervalles de confiance sur les estimateurs mais aussi sur les
prédictions effectuées par le modéle.

Nous attacherons également une grande importance & l'interprétation géométrique des

modéles & l'aide des outils d’algébre linéaire.
Pré-requis.

Pour ce cours, il sera essentiel d’étre a 'aise avec le calcul matriciel, la manipulation
des vecteurs ou encore la notion de projection sur des sous-espaces.
Il est donc vivement conseillé de se reporter au cours disponible & ’adresse suivante.

ocroLocre
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https://guillaumemetzler.github.io/courses/contents/algebre_analyse_donnee/cours.pdf

Il sera également intéressant de connaitre des éléments de base en calcul différentiel,
i.e., sur la dérivation de fonctions & plusieurs variables ainsi que la notion de convexité.
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1 Dérivation des fonctions a plusieurs variables

Dans cette section, nous donnons quelques éléments de cours sur les notions de
dérivation des fonctions a plusieurs variables.

1.1 Fonctions différentiables d’ordre 1

Le nombre dérivée d’une fonction réelle & valeurs réelles f en un point xy a été
définie comme décrivant I’évolution de la fonction f au voisinage de ce point. Plus préci-
sément, nous ’avions défini comme la variation de f au voisinage de x( par la quantité

f(zo+h) = f(x0)
- .

o) = i

Dans le cas unidimensionnel, nous n’avions que deux fagons de faire tendre h vers
0, par valeurs inférieures ou valeurs supérieures. Dans le cas multi-dimensionnel il ne
faudra plus considérer des h réels mais vectoriels car il existe une infinité de directions
qui pointes vers un point Xg, ce qui nous rameéne & notre étude des espaces vectoriels et
la décomposition des vecteurs dans une base.
La direction h considérée étant a présent un vecteur de R?, on peut donc le décomposer
dans une base, la base canonique (eq, ez, ..., €,) par exemple et écrire

h="he +hoey+...+ hpep.

Ainsi, en étudiant les variations rapport aux différents vecteurs de la base, on
pourra étudier les variations de la fonctions par rapport & n’importe quel vecteur h et
donc dans n’importe quelle direction.

Ce dernier point laisse donc a penser que la dérivée, que 'on 'appellera gradient, d’une
fonction & plusieurs variables sera donc un vecteur.

De cette remarque, on va donc s’intéresser aux dérivées partielles de la fonction
par & ces différentes composantes.

Définition 1.1: Fonctions partielles

Soit f une fonction définie sur un domaine de D de RP et x € D.
Pour tout i € [1,p], on appelle fi les fonctions partielle définies par

ff((u) = f(z1,22, ..., Tim1, U, Tig1, ..., Tp),

ou u est tel que {(x1,x2,...,Ti—1,U, Tit1,...,2p)} C D.

niversiiclG
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Une fonction partielle peut finalement étre vue comme une fonction d’une seule
variable, i.e., une fonction pour laquelle toutes les variables sont figées sauf une.

Dans le cas ou ces différentes fonctions partielles sont dérivables, on parle alors de
derivées partielles.

Définition 1.2: Dérivées partielles

Soit f une fonction définie d’un ensemble D de RP dans R. Si la fonction f admet

des dérivées partielles en tout point x € D, alors on note I’application

of _ Of(x1, %2, ., Tiy .., Tp
X oz, (x) = oz, (x).

)

On peut facilement faire une analogie avec la définition de nombre dérivée pour les
fonctions d’une variable réelle

O oy _ i L Hhei) = (%)
a’L’i (X) N ilzlg%) h '

On regardera seulement la variation dans une direction, ou selon une composante,
du vecteur x.

Exemple 1.1. Soit f : RP — R une fonction affine définie par f(x) = (a,x) + ¢, ot
aeRP etceR.
Alors les dérivées partielles de f existent et sont définies, pour tout i € [1,p] par

of
O, (x)=a
Exemple 1.2. Considérons la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = e +y? —3xy+
1
2?2+y?+1

La fonction f admet des dérivées partielles par rapport a x et a4 y qui sont données par

O (z,y) = —2ae

oz

2y

Py 2z of
2+y2+1

Y- et = —2ye TV _3p—
s ere 4oy (z,9) ye T

On peut également définir le concept de fonctions de classe C! pour les fonctions
a plusieurs variables, il faut et il suffit que les différentes dérivées partielles soient conti-
nues.
Cependant, la généralisation a des fonctions de classe C™ n’est pas aussi évidente. nous
limiterons au cas des fonctions de classe C? que nous étudierons ultérieurement.

ure a
universiTe ey
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Maintenant que nous avons introduit les dérivées partielles, on peut introduire la
notion de gradient qui représente la valeur de la dérivée d’une fonction f selon toutes
ses composantes.

Définition 1.3: Gradient

Soit f une fonction définie sur un domaine D de RP & valeurs dans R et soit a un
point de D. Si f admet des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport aux différentes
variables, alors, on appelle gradient de f en a et on note Vf(a), le vecteur de
R™ définie par

of
8_951(a)
Vi(a) = :
of
B2, @

De plus, si f est une fonction de classe C!, alors le gradient est une application
continue de D dans R™.

Exemple 1.3. Considérons la fonction f : R® — R3 définie par

f(z,y, 2) = 32%yz — 2239224 + €.
La fonction f admet des dérivées partielles continues en tout point de D et son
gradient est donnée par

6zyz — 6(zyz?)? +e®
Vf(x)= 3z%z — 43yt
32y — 83y 23

Lorsque la fonction est & valeurs vectorielles la notion de gradient change car I'image
n’est plus un simple nombre réel mais un vecteur. Il sera donc important de regarder
comment se comporte les différentes composantes de I'image par la fonction selon les
différentes variables.

Exemple 1.4. Considérons la fonction f : R3 — R3 définie par

f(1:7 Y, Z) = (3(17?/, 61‘3/7 —2y2)

On voit que chaque composante évolue différemment selon les variables x,y et z.
On va donc regarder chaque composante de l’image une par une et leurs différentes déri-
vées partielles.

versiTe Ml
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On sera donc amenés a calculer un nombre de dérivées partielles qui dépend & la
fois du nombre de variables, mais aussi de la dimension de ’espace d’arrivée. On pourra
alors obtenir, dans le cas d’une fonction & valeurs vectorielles, une matrice, que l'on
appelle la matrice Jacobienne.

Définition 1.4: Matrice Jacobienne

Soit a € R™ et soit f une fonction définie sur un ensemble 2 de R™ dans RP? telle
que

f(X) = (fl(x)7 f2(X)’ 000y fp(x)) >

ol les fonctions f; sont des fonctions & valeurs réelles qui admettent des dérivées
partielles d’ordre 1.
On appelle matrice jacobienne de f en a, notée Jacs(a) € RP*" définie par

df1 df1
e (a) ... P, (a)
Jac;@) = | ;
of, of,
8_371: (a) ... 6_:;; (a)

La matrice Jacobienne est alors une généralisation gradient pour les fonctions a
valeurs réelles.

Exemple 1.5. Soit A € RP*"™ soit f: R™ — RP définie par f(x) = Ax.
Alors le Jacobien de f est donné par la matrice A elle méme.

De facon générale, la dérivée d’une application linéaire est elle méme.

Exemple 1.6. Considérons la fonction f : R? — R3 définie par

f('r7 Y, Z) = (3.’1)y, 656?/7 —2y2’)

alors la matrice Jacobienne de f en un point (x,y,2) de R? eest donnée par

Jy 3z 0
Jacg(x) = | 6y 62 0
0 -2z -2y

Jusqu’a présent, nous avons étudier les dérivées de d’une fonction différentiable f
par rapport au vecteur de la base de RP. C’est-a-dire que nous avons étudié 1’évolution

versite g
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de la fonction f par rapport aux vecteurs de bases, i.e. dans p directions différentes.

A partir de cela, nous sommes maintenant capables d’étudier la dérivée de cette
méme fonction f dans n’importe quelle direction d € R? qui va s’écrire

d= i djej.
j=1

On parle alors de dérivée directionnelle.

Définition 1.5: Dérivée directionnelle

Soit f une fonction définie sur un domaine D C RP, x un point de D et d un
vecteur de norme unitaire *. Considérons également la fonction ¢ : R — R par
o(t) = f(x+1td).

Si ¢ est dérivable en 0, alors f est dérivable en x dans la direction d et sa dérivée
est noté Dgqf(x)

60 = 6(0)
t—0 t ’

_ i Jx 1) — f(x)
t—0 t

a. Pour rappel, cela signifie que [|d|| = >2¢_, d5 = 1.

Dans le cas ol d n’est rien d’autre qu’un vecteur de base, on retrouve la définition
de dérivée partielle.

Proposition 1.1: Dérivée directionnelle

Soit D un sous ensemble de RP et soit f : D — R une fonction de classe C' sur
D, x un point de D et d un vecteur unitaire de RP.
Alors la fonction f posséde une dérivée dans la direction d égale a

Daf(x) = (Vf(x),d).

Regardons un petit exemple avec une fonction affine.

Exemple 1.7. Soit a € RP et ¢ un nombre réel. Considérons f la fonction affine définie
de RP dans R par

13 - Modélisation Linéaire - L3-MIASHS - Info
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f(x)=(a,x) +c=a1z1+... +apzp +c

Considérons maintenant une direction d = (di,da, ..., dp) de RP. Alors, pour tout
réel t

¢(h) = f(x +td),
= (a,x +td) + ¢,
= ai(x1 + td1) + az(z2 + td2) + ... + an(xp + tdp).

Donc la dérivée directionnelle est donnée par

ardy + ...+ apd = <Vf(X), d>

Ces notions de dérivées, de gradient, nous servent principalement, comme en di-
mension 1 & déterminer une approximation de notre fonction au voisinage d’un point.
Plus précisément, pour le moment, une approximation d’ordre 1 soit une approximation
affine.

Cela suppose de deux choses. Si on note 7' approximation affine de la fonction f
en un point a, alors T' doit vérifier

e [l faut que la fonction et son approximation coincide en le point a o la fonction
est approchée

f(a) =T(a).

e [l faut aussi T" devienne aussi proche de f lorsque x tend a et cela plus ra-
pidement que la vitesse de convergence de x vers a, ce que l'on peut traduire
par

1o F09 =T

x—ax —all

=0.

Pour obtenir une expression de cette approximation, nous avons besoin d’introduire
une derniére définition, qui est celle de différentiabilité, méme si le terme est déja
apparu auparavant. Cette définition va faire apparaitre une fonction linéaire qui sera
importante dans la définition de notre approximation 7.
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Définition 1.6: Différentielle des fonctions a plusieurs variables

Soit D un sous-ensemble de RP, f une application de D & valeurs réelles et a un
point de D. On dit que f est différentiable en a s’il existe une fonction linéaire L
telle que

i {X) = (f@) +Lla-2a)

xha [ —al

Comme la fonction L est linéaire, elle peut s’écrire

L(x) = <U-7X> =u1x1 + u2x2 + ... + UpTp.

On doit donc avoir

o £69 = (@) + (ux — @)

x—a Ix — al

=0.

On peut méme montrer que le vecteur u dont il fait mention ici n’est rien d’autre
que le vecteur des dérivée partielles de la fonction f évaluées en a, i.e.,

_of

] 1 i = .
Vienl w= ()
Ainsi, notre fonction T est définie par
T = f(a) + 3 22-(@)(zi — o)
i=1 '

> L@m = Lam+...+ g—;p@hp,

que l'on appelle différentielle de f en a évaluée en h.

On remarque de suite que cette différentielle est aussi égale a

(Vf(a),h) = Dnf(a).

Prenons quelques exemples pour mieux comprendre les objets que ’'on manipule.

universiie Bk
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Exemple 1.8. Considérons la fonction f: R? — R définie par f(x1,22) = 23 — 23.

Et considérons le vecteur de R%, d = (1/2,/3/2), qui est bien unitaire.
Alors le gradient de la fonction f est donnée par

Vix)T = (221 —2a5) .

Ainsi, la dérivée directionnelle de f dans la direction d, qui est aussi la différentielle
de f en x évaluée en d, est donnée par

Ddf(X) = <Vf(x),d> == (2331 —2562) \/g =T — \/§$2.

2

Ainsi, on peut évaluer ’accroissement de la fonction f en n’importe quel point x
dans la direction d donnée.

2
Exemple 1.9. Considérons la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = cos (?) + 3.

Et considérons le vecteur de R, d = (4/5,3/5), qui est bien unitaire.

Alors le gradient de la fonction f est donnée par

Vix)T = <—:c1 sin (f) 2:1:2> .

Ainsi, la dérivée directionnelle de f dans la direction d, qui est aussi la différentielle
de f en x évaluée en d, est donnée par

Daf() = (V760,) = (—susin () 2r2)

G| QU i~
I
|
‘»Jk
o 8
-
<
=
7N
w‘iﬁo
~_
+
ot O
8
[\o)

Par exemple, dans la direction donnée, cet accroissement ne cesse de changer de
signe selon la valeur de x7.

Avec ces notions, on peut alors définir I’approximation linéaire d’une fonction f au
voisinage d’un point.
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Définition 1.7: Approximation affine

Soit D un sous-ensemble de R™ et f une fonction de D dans R.
Alors f posséde une approximation affine en a € D, s’il existe une forme linéaire
L telle que pour tout vecteur h vérifiant a +h € D on ait

f(a+h) = f(a) + L(h) + o([|vhl]),

ot o(|/hl|) représente une fonction qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0 plus vite
que ||h]|.

De plus, si f est de classe C! sur D, alors on

f(a+h) = f(a) +(Vf(a),h) + of|h]).

Si on pose h = x — a dans la définition précédente, nous sommes alors en mesure
d’approcher la valeur de la fonction f en n’importe quel point x & partir de sa valeur en
a de sa dérivée en ce point.

Ainsi, comme dans le cas uni-dimensionnel, I’équation

f(a)+(Vf(a),x —a)
définit 'hyperplan tangent & f en a.

Exemple 1.10. Considérons la fonction f : R? — R définie par f(x1,x2) = 22 + 3.
Et considérons le vecteur de R?, a = (1/2,1/2).

Alors le gradient de la fonction f est donnée par

Vix)T = (231 219).

Et le plan tangent de f au point a est donné par l’équation

T(x) = f(a) + (Vf(@).x —a) = —5 + 2 +y.

Ce que l'on peut représenter graphiquement comme suit

universiie Bk
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Dans la suite, nous allons nous concentrer sur les fonctions qui sont cette fois-ci
deux fois différentiables.

1.2 Fonctions différentiables d’ordre 2

Le fait, pour une fonction d’étre deux fois différentiables va nous permettre de
fournir une caractérisation des fonctions convexes Nous pourrons aussi de déterminer la
nature d’un extremum d’une fonction, comme nous ’avons fait dans le cas des fonctions
réelles a valeurs réelles.

Commengons par regarder ce qu’est une fonction deux fois différentiables en défi-
nissant les dérivées partielles d’ordre 2.

UFR anTHropoLoGIe
socloLoc1e
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Définition 1.8: Dérivées partielles d’ordre 2

Soit D un sous-ensemble de R" et x € R™. Considérons une fonction f de D dans
R dont les dérivées partielles d’ordre 1 admettent des dérivées partielles, i.e., telle
0
que pour i € [1,n], 8—f(x) existent et soient différentiables.
725
0’ f

Cette dérivée est notée
(9373'6.%

(x).

Si les dérivées premiéres partielles admettent des dérivées partielles d’ordre 1,
alors, pour tout 7,5 = 1,...,n, les fonctions

f
a’L‘ja:L'i

sont appelées dérivées partielles d’ordre 2

Exemple 1.11. Reprenons la fonction f : R? — R? définie par

flz,y) = 2y —ya®.

Cette fonction admet des dérivées partielles d’ordre 2. Les dérivées partielles d’ordre
1 sont

of 9 of B 2
ax(ﬂc,y)—y 2yx et 8y(x,y)—2xy z°.

Ainsi, les dérivées partielles d’ordre 2 sont définies par, lorsque l'on dérive deux
fois par rapport a la méme variable

0% f

1 1 = 82—]0(3:,31) = 2z.

Et les dérivées dites croisées sont données par

T @m =22 a G ()@ =22

Dans cet exemple, on remarque que les dérivées partielles croisées sont égales. Ce
n’est pas propre a cet exemple et c’est une conséquence d’un résultat plus général que
I'on appelle le Théoréme de Schwarz.

universiie Bk
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Théoréme 1.1: Théoréme de Schwarz

Soit D un sous-ensemble de R™ et f une application de classe C? de D dans R™.

Alors
of [0 of [0
vesetor 5 (5) =5 (5)

Tout comme nous avions défini le Jacobien d’une fonction f, quand cette derniére
était de classe C!, nous définissons ce que I’on appelle une matrice hessienne, pour les
fonctions de classe C2.

Définition 1.9: Matrice Hesienne

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R™ & valeurs dans R et de
classe C2. On appelle matrice hessienne ou parfois hessien de f en un point
x € R", la matrice notée

i )
O;0x; ij=1,..n '

v = (

\.

On peut également rencontrer la notation Hess pour désigner le hessien de la fonc-
tion f.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires a la caractérisations des extrema
d’une fonction, ainsi qu’a ’étude des fonctions convexes.

e .. v
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2 Rappel sur les fonctions convexes et la recherche d’ex-
trema

Nous introduisons et présentons quelques définitions et résultats liés au caractére
convexe d’une fonction ainsi que la caractérisation d’extrema pour de telles fonctions.

2.1 Convexité

Commencgons par définir la notion de convexité

Définition 2.1: Convexité

Soit f une fonction définie sur un domaine D de R? & valeurs dans R. On dit que
la fonction f est convexe sur D si pour tout u,v € R? et pour tout a € [0, 1]
nous avons

floa+ (1 —a)v) <af(u)+ (1 -a)f(v).

Dans cette définition, si on remplace le signe < par >, on définit une fonction
concave. De plus, si les inégalités larges sont remplacées par des inégalités stricte, la
fonction sera dite strictement convexe ou strictement concave.

On rappelle également que si une fonction f est convexe alors — f est concave et récipro-
quement (voire Figure 1.

Cette définition peut trés facilement se représenter graphiquement (voir Figure 2)
et signifie que les cordes d’une fonction se retrouve au dessus de sa courbe représentative.

On peut également caractériser la convexité d’une fonction en se basant sur le
gradient de cette derniére ou encore en utilisant la matrice hessienne.

Proposition 2.1: Convexité, caractérisation ordre 1

Soit f une fonction de classe C! sur un ensemble D € R?, alors
e f est convexe si tout hyperplan tangent & f est en dessous de son
graphe, i.e.,
vu,v € D, f(u)> f(v)+ (u—v, f(V)).
e f est concave si tout hyperplan tangent & f est au dessus de son graphe,

1.€.,

Vu,ve D, f(u) < f(v)+(u—v, f(v)).
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FIGURE 1 — Représentation de la fonction f : (z,y) — 22 + y? (& gauche) et de son
opposé —f (& droite). La fonction f est convexe tandis que son opposé est une fonction
concave.

v

|
:
|
:
1

au+ (1 —-a)v

FIGURE 2 — Représentation d’une fonction convexe. On observe que sur le segment reliant
u et v, la courbe représentation de la fonction (en rouge) se trouve en dessous de la corde
(en bleue)

UFR anTHropoLoGIe
socloLoc1e
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FIGURE 3 — Représentation de tangentes d’une fonction convexe (en noires pointillées).
Pour une telle fonction, les tangentes se trouvent toujours sous la courbe représentative
de la fonction, contrairement & la corde (en bleue) se trouve au dessus de la courbe
représentative de la fonction.

Cette caractérisation ne sera que trés peu employée en pratique. Nous l'illustrons
en Figure 3 mais nous nous concentrerons exclusivement sur la caractérisation d’ordre
2 des fonctions convexes, qui sera bien plus utile, en pratique, sur le plan analytique et
algorithmique.

Proposition 2.2: Convexité, caractérisation ordre 2

Soit f une fonction de classe C2 sur un ensemble D € R?, alors
e f est convexe si sa matrice hessienne est semie-définie positive,i.e.,

Yu,v € D, u! V2f(v)u > 0.

e f est concave si sa matrice hessienne est semie-définie négative,i.e.,

Vu,v € D, u! V2f(v)u <0.

Cette derniére caractérisation exhibe un lien trés étroit entre la convexité et les
valeurs propres de notre fonction f comme le montre ’exigence du caractére semi-défini
positif pour la hessienne d’une fonction convexe.

24 UER anTHropoLoGle
ocroLocre
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Exemple 2.1. Soit f la fonction définie de R? dans R définie par

f(z,y) = (4 —2y)* + 52 + 2 + 3y + 4zy.

On va étudier la convexité de cette derniére.
Commengons par voir que la fonction f est une forme quadratique que I’on peut donc
réécrire sous forme matricielle.

fz,y) = (4= 2y)* + 52® + x + 3y + day,
=16 — 16y + 4y*52% + = + 3y + 4y,
= 5a% + 4y? + 4oy + x — 13y + 16,
= (Au,u) + (b,u) + 16,

2 4

Pour cette forme quadratique, la matrice hessienne est donmnée par 2A, or cette
matrice A a une trace et un déterminant positif, ses valeurs propres sont donc positives
et la matrice A est donc positive. Ainsi f est convexe.

ouuz(m’ y)T,A=(5 2) etb:(l —13)T

2.2 Condition d’optimalité

Aprés ce bref rappel sur les fonctions convexes, nous lancer dans la recherche d’ex-
trema d’une fonction f définie de D C R¢ a valeurs dans R.

Définition 2.2: Minimum local et global

Soit f : R — R une fonction continue. On dit que u € R% est minimum local de
f si pour tout voisinage V' C R% de u (c’est une ensemble qui contient de le point
u) on a :

fu) < f(v), Wvev,

Le point u est un minimum global est une minimum global de la fonction f si et
seulement si :

f(u) < f(v), ¥veR%

Noter bien la différence entre local et global, dans le premier cas, on supposera que
la fonction a atteint son minimum dans un espace donné. Dans le second cas, elle doit
pas atteindre une valeur plus faible que celle atteinte en u.

universiie Bk

24 - Modélisation Linéaire - L3-MIASHS - Info

nsTITUT
peLa
municarion



\

I
I
I
I
I
I
X1 X2

FI1GURE 4 — Illustration du concept de minimum local et global d’une fonction. Le point
x1 est le minimum global de la fonction alors que x5 est un simple minimum local.

En d’autres termes, le minimum d’une fonction f est juste la valeur f(u) ot u est
le point en lequel la fonction f atteint son minimum (local ou global) comme illustré par
la Figure 4.

Lorsque 'on peut représenter le graphe de la fonction, il est trés simple de localiser
un minimum (ou un maximum). Mais cela devient plus difficile en dimension supérieure.

La proposition suivante permet de donner une premiére caractérisation d’un mini-
mum (local) d’une fonction f. C’est ce que l'on appelle I'inéquation d’Euler

Proposition 2.3: Inéquation d’Euler

Soit f : R? — R une fonction continue & un ensemble convexe non vide de R
Considérons également u € U un minimum de relatif de f par rapport a U. Si f
est différentiable en u, alors

Vf(u)(v—u) >0, Vvelu

Cela signifie simplement que si on évalue le gradient de f en u alors la fonction
sera croissante dans n’importe quelle direction v — u.
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Mais ce résultat est rarement utilisé en pratique Si on revient & la Figure 4, on
remarque que les extrema sont localisés en les points ou le gradient de la fonction f
s’annule. Cette condition d’optimalité est est connue sous le d’équation d’Euler.

Proposition 2.4: Equation d’Euler

Soit f : R? — R une fontion continue et différentiable en u € R% Si u est un
extremum alors :

Vf(u)=0.

Démonstration. On fait la preuve dans le cas o u est un minimum, mais elle est ana-
logue dans le cas ol u est un maximum.

En utilisant la définition de minimum dans un voisinage de u, i.e., Vv € R4, 3t > 0
tels que u + tv € V, nous avons

Fu) < f(uttv) = fu) + VAT () + Te(y), t< ]
= 0 < Vf)@tv)+tvh etv),

ol € est une fonction vectorielle dont les composantes tendent vers 0 lorsque ¢ tend
vers 0.
En divisant par t > 0 et en prenant la limite lorsque ¢ — 0, on obtient :

0<Vf(u)v

En remplacant maintenant v par —v on a, de fagon similaire :

0< —Vf(u)lv.

Ainsi pour tout v € R? on a Vf(u)”v = 0 et donc Vf(u) = 0. O

Les solutions de ’équation d’Euler définissent ce que 'on appelle des points cri-
tiques ou des wvaleurs critiques.

Faites bien attention! Cette proposition ne donne qu’une condition nécessaire pour
trouver un extremum d’une fonction, mais un peu point critique n’est pas forcément un
extremum, la condition n’est pas suffisante comme nous avons pu le voir dans le cas
unidimensionnel.
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1
Exemple 2.2. Soient les fonctions f et g respectivement définies par 5(3} —2)2 -2 and

1
5303 — 1 dont la représentation est donnée ci-dessous.

A

\

\

7

Les points x des deuz graphes sont solutions de l’équation d’Euler V f(x) = 0 et
Vg(x) = 0 respectivement. Cependant, s’il s’agit bien d’un point en lequel la fonction f
atteint son minimum, on ne peut pas dire que le point X soit un point en lequel la fonction
g atteint un extremum.

Cet exemple montre qu’il est important de définir des critéres qui permettent de
caractériser la nature d’un point critique : minimum, maximum ou ... ni I'un ni autre.

Caractérisation des extrema

Etant donnée une solution u de V f(u) = 0, on peut dire que :

e u est un minimum local si V2f(u) = Hessg(u) > 0, i.e. si la matrice
hessienne de la fonction f évaluée en u est semie-définie positive. Cela
signifie qu’en ce point, la fonction f est localement convexe!

Ce point est un minimum global si f est convexe sur son ensemble de
définition ou si pour tout v # u on a f(u) < f(v).

e u est un maximum local si V2f(u) = Hessg(u) < 0, i.e. si la matrice
hessienne de la fonction f évaluée en u est semie-définie négative. Cela
signifie qu’en ce point, la fonction f est localement convexe !
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Ce point est un minimum global si f est convexe sur son ensemble de
définition ou si pour tout v # u on a f(u) < f(v).

e Dans les autres cas, on ne peut rien dire ou il faut procéder a une étude
plus poussée.

Exemple 2.3. Soit f la fonction définie de R? dans R définie par
f(x,y) = (4 —2y)* + 52 + 2 + 3y + day = (Au,u) + (b, u) + 16,

ouu = (a: y)T, A= <g i) et vb = (1 —13)T

On va étudier la convexité de la fonction f et chercher ses extremum.

Pour cette forme quadratique, la matrice hessienne est donnée par 2A, or cette
matrice A a une trace et un déterminant positif, ses valeurs propres sont donc positives

et la matrice A est donc positive. Ainsi f est convexe comme vu précédemment.

Pour rechercher ses extrema, on commence par résoudre l’équation d’Fuler

Vf(u) =2Au+b=0.

Cela nous ameénes a résoudre le systéme

10z +4y+1 = 0,
dr+8y—13 = 0.

La solution de ce systéme est donnée par le vecteur

32
La fonction f étant convexe, il s’agit du minimum global.
Etudions un deuxiéme exemple qui n’implique pas une forme quadratique.

Exemple 2.4. Soit f la fonction définie de R? dans R définie par

fu) = f(z,y) = 22 + 4(y — 2)* + 4z + 6y — 22y + 2y°.
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On va reprendre la méme étude que précédemment.
Nous avons un terme cubique donc on ne peut pas exprimer cette fonction a l'aide d’une
matrice comme nous l’avons fait dans l'exemple précédent.

La matrice hessienne de notre fonction est donnée par

4 -2
Hessy(u) = <—2 12y + 8>

Remarquons que la trace et le déterminant de cette matrice sont respectivement

7
égales a 12y+12 et 48y+28. Ces deux quantités sont positives si et seulement siy > 1

Ainsi la fonction est convexe sur R x [—12, +o00]|.
Elle est concave si 12y + 12 est négatif et 48y + 28 est positif, donc si y vérifie y < —1

et y > ——. Ces deux conditions sont incompatibles donc la fonction n’est ni convexe, ni

concave en dehors de l’ensemble R x [—172, 400 [

Pour trouver les extrema de cette fonction, on doit résoudre le systéme

Vf(u)=0<:>{ drHd -2y = 0 { 2 = v-2

6y> +8y —2xr —10 =0.
Ce systeme admet deux solutions uy et us qui sont

=31 V241 =31 V241

- - + —_
_ | 24 24 b ow = | 24 24
W 7 Voa | ¢ ™ 7 V241

12 12 TREST

Le premier point uy voit sa deuxiéeme composante étre plus petite que —1, il ne
s’agit donc ni d’un minimum, ni d’un mazimum. Quant au deuzxiéme point, sa deuzrieme
composante est strictement positive, il s’agit donc d’un minimum local de cette fonction.
Ce n’est pas un minimum global, car la fonction f tend vers —oo lorsque ytend vers —oo.

Regardons un dernier exemple

Exemple 2.5. Etudions f: [~2,2]> — R définie par

f(x) =4+ (2§ — 2cos(2mz1)) + (23 — 2 cos(2may)) .
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Cette fonction est intéressante car elle admet plusieurs minima locaur mais un seul
minimum global. Elle est souvent utilisée pour tester l'efficacité d’un algorithme d’opti-
misation.

On peut voir que cette fonction n’est ni conveze, ni concave globalement. On peut
regarder le gradient de cette fonction

Vf(x) = (2z1 + 4w sin(2rz1) 2wy + 47sin(27ay)) .

Les solutions de ’équation d’Euler sont données par la résolution du systéme

x1 = —2mwsin(27xy),

x2 = —2mwsin(2mza).

Les deux équations sont indépendantes mais sont globalement difficiles a résoudre
.. sauf st on garde Uesprit que sin(z) € [—1,1]. Ainsi, on peut voir que le vecteur nul est
un point critique, qui est aussi le minimum global de la fonction.

Dans la suite de cours, on va considérer que 'on se trouve dans un espace F
de dimension d et une fonction soit ¢ : £ — R. Un probléme d’optimisation, ici de
minimisation se présentera comme

min o(x).

versiTe Ml
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La fonction ¢ s’appelle souvent la fonction de cofit ou risque. Cela peut représenter
le cotit associé au stockage de produits dans un entrepot (représenté par le paramétre x)
ou le risque lié & une prise de décision.

7 UFR anTHropoLocle
socroLocre
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Deuxiéme partie

Modéles Linéaires (Gaussiens

Nous plagons & présent dans un cadre bien précis, ot nous cherchons & expliquer
les valeurs prises par une variable aléatoire quantitative Y en fonction des valeurs prises

par un ensemble de variables X1, X, ..., X, quantitatives ou qualitatives telles que
Y= f(X)+e,
ot X = (X1,Xo,...,X,) et o, d’ott le nom Gaussien, ¢ ~ N(0,0?) ou o2 est
inconnue.

Nous ferons également ’hypothése que la fonction f considérée est une fonction linéaire,
i.e., notre modéle peut s’écrire

Y = B0+ 1X1 + foXo+ ... X, + e

Les valeurs du vecteur 3 = (5o, 51, B2, - .., Bp) sont alors a déterminer.

Pour cela nous disposons d’un jeu de données qui va nous permettre d’obtenir une
estimation de ces paramétres a ’aide d’un critére que ’on va définir et que ’on cherchera
a minimiser. Cela se présentera sous la forme d’un probléme d’optimisation

min_o(g).

BeRpP+1

On cherchera a résoudre ce probléme avec un échantillon de données S = {(x;, v;) }i"
et x; € R? tel que

yi = Po+BiXi1+ BeXia+ ..+ BpXip +er,
y2 = Bo+ Bi1Xo1+ BaXoo+ ...+ BpXo, + e,

Yn-1 = Po+PiXn11+PeXn 12+ ...+ BpXn_1p+en1,
Yn = BO + Ban,l + 52Xn72 + ...+ Ban,p + €n,
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ot X; ; indique la j-éme caractéristique de I'individu <.

Regardons un exemple oti I’on souhaite prédire le score obtenu a un deuxiéme exa-
men, en fonction du score obtenu & un premier examen pour un ensemble de 10 étudiants.

Nos données se présentent comme suit

Y : Score examen 2 ‘ 3.5 ‘ 4‘ 5 ‘
3135 ]

—_| =

X : Score examen 1 ‘ 4 ‘

L’objectif sera ici d’apprendre les coefficients de la droite de régression. Nous pou-
vons représenter graphiquement les données sur le graphe ci-dessous, ainsi que la droite
obtenu

7 \
I | o Données ° .
6 Régression linéaire: y = 1.32 -z + 0.13 o
i . ,
51 o 2
a | ,
£ 4 ¢ i
I 31 .
>~ | . |
2 ® .
i ® ,
10 ° .

| | | |
OO 1 2 3 4 5
X = Score 1

L’objectif sera d’étudier comment nous pouvons déterminer ces coefficients a ’aide
notre jeu de données.

Nous pousserons également notre étude en étudiant les propriétés statistiques des
estimateurs 3 obtenus de @3, construire des intervalles de confiance sur ces derniers ou
encore sur les prédictions effectuées par le modéle.
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3 Modéle Linéaire Gaussien simple

Dans cette premiére partie, on va s’intéresser au modéle linéaire simple, c’est-
a-dire le modéle ot 'on cherche & prédire les valeurs de la variable Y uniquement en
fonction d’une seule variable X.

Notre modéle s’écrira donc

Y =060+ 51X +¢,

ol fy représente I'ordonnée a l'origine du modéle (intercept en anglais) et 31 re-
présente le coefficient directeur de notre droite (slope en anglais).
C’est ce coefficient 81 qui va décrire 'impact de la variable X sur la variable Y.

Pour étre plus exact d’un point de vue mathématiques, nous devrions employer le
terme affine et non linéaire, dans la mesure ou la droite apprise ne passe pas forcément
par Dorigine, sauf si 8y = 0.

Dans la suite, nous supposerons également que la variable explicative X suit une
distribution normale.
Essayons maintenant de comprendre comment nous pouvons estimer ces paramétres.

3.1 Hypothése du modéle Gaussien

Notre modéle gaussien simple (car on n’utilise qu'une seule variable) va chercher
expliquer la relation qui existe entre deux variables quantitatives X et Y par une relation
affine

Y =By + /1 X +¢,

ouY € R désigne la variable a expliquer, X € R la variable explicative, 3 = (5, 51)
les parameétres du modéle que I'on cherche & estimer et € est un terme d’erreur aléatoire.

Nous avons dit que pour estimer les paramétres du modéle, nous utilisons un jeu
de données S = {(x;,vi)}1,, i-e.,

Vie [L,n], Y; =B+ Bi1Xi1 +e;.

Hypothéses Modéle Gaussien

Nous formulons les hypothéses suivantes pour notre modéle linéaire gaussien :
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1. (Y3, X;), doivent étre i.i.d, i.e. indépendantes et identiquement distri-
buées,

2. Yi ~ N(Bo + 1 Xi+,07)
3. & ~ N(0,0?) : hypothése d’homoscédasticité.
2.7.

Les premiére et deuxiéme hypothéses précisent que les valeurs Y; sont observées et
aléatoires alors que les valeurs X; sont observées et non aléatoires (on dit aussi dé-
terministes). La troisiéme hypothése précise que les erreurs sont aléatoires et distribuées
selon une loi gaussienne : (i) centrée, (ii) de variance inconnue o2 et (iii) indépendantes.
Ce dernier point signifie que la covariance entre les erreurs associées & des individus 4
et j est nulle, i.e., Cov(gs,e5) =0, Vi # j.

3.2 Optimisation

Notre objectif est de déterminer les valeurs des paramétres du modéle telles que
la valeur prédite §; = By + B1x; soit la plus proche de la valeur y; pour les différents
individus z;, i =1,...,n.

7 I
I | o Données T :
6 Régression linéaire: y = 1.32 - ¢ 4 0.13 .
) L
a | |
g4 3 |
3
S |
I3k -
~ | |
.| I 4
Y 4
| | | |
OO 1 2 3 4 )

X = Score 1

Nous pourrions donc étre tentés d’évaluer cet écart y; — 9; = ¢; sur I’ensemble des
individus, i.e., nous pourrions chercher & résoudre le probléme
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n
min gi= min > yi—gi= min_ > y;—(Bo+ fizi).
i=1 i=1

Bo,B1ER =1 Bo,B1ER

Mais cela ne serait pas une bonne définition des erreurs des modéles, que 'on ap-
pelle aussi les résidus. En effet, les erreurs devraient étre comptés positivement or ici
€; = y; — ¥; peuvent étre positives ou négatives, ce qui entraine des phénoménes de com-
pensations. De plus, par définition, ces erreurs sont centrées, donc la somme des erreurs,
ainsi définies, serait égale a 0.

Nous pourrions prendre la valeur absolue de la différence entre ’'observation
y; et la prédiction g;, i.e.

n
min_ Y |y — (B0 + Przi)]
Bo,B1ER P

mais ce probléme reste difficile & résoudre sur le plan mathématiques. Nous préfé-
rons donc minimiser le carré de la distance entre y; et ;. On parle de recherche des
paramétres par la méthodes moindres carrés. Cette méthode a un avantage considé-
rable, contrairement a la méthode par maximum de vraisemblance que ’on verra plus
tard, car elle ne nécessite aucune hypothése sur la distribution des erreurs.
On va donc résoudre le probléme

n n n

i 2 ; 2 . 9
min g5 = min . ) — min o + . ‘
fohier 22 T phier 2 (vi —9:)" = min 2 (yi — (Bo + Pri))

3.3 Expression des solutions

Avant de présenter l'expression des solutions de notre probléme d’optimisation,
nous rappelons le résultat suivant de probabilités

Rappels de probabilités. On rappelle les résultats suivants de probabilités.

UFR anTHropoLoGIe
ocroLocre
crence poLITIaue
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Lemme 3.1: Variance de variables aléatoires

Considérons X et Y des variances aléatoires qui admettent des moments d’ordre
2, i.e. qui admettent une variance. Alors,
(i) concernant la variance d’une variable aléatoire, nous avons la Formule
de Koenig-Huygens :

Var[X] = E[X?] — (E[X])?.

(ii) la covariance entre deux variables aléatoires est aussi égale &

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Démonstration. Nous démontrons les deux points séparément

(i) Formule de Koenig-Huygens. On repart de la définition de la variance

Var[X] = E [(X — E[X])?]

E [X? - 2XE[X] - E[X]],

2E[X]* + E[X?],
E[X]%

E[X?]
E[X?]

Var[X]

(ii) Egalité sur la covariance. Méme principe, on repart de la définition de la cova-
riance.

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y - E[Y])],

= E[XY - E[X]Y — Y E[X] + E[X]E[Y]],
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Rappels de probabilités. Le lemme précédent va nous permettre de fournir une
preuve plus simple quant a I'expression des paramétres optimaux de notre modéle de
régression.

Proposition 3.1: Probléme de régression linéaire

On considére le probléme de régression linéaire gaussien de la forme

Y=aX+b+e.
Les parameétres a et b sont solutions du probléme d’optimisation

n n n

. 2 . " \2 . )
min £ = min . . — min L + T .
Bo,B1ER e ’ (¥ y’) (yl (Bo + A1 z))

Bo,B1ER 4 Bo,B1ER 4
=1 =1

Dont les solutions sont donnés par

1
- =i (@ —T) (Y% — 7) . ) A
n > i (i — )2

Démonstration. La fonction L que 'on cherche a optimiser est une fonction convexe en
les variables By et 1, elle admet donc une unique solution. Cette solution est obtenue en
résolvant ’équation d’Euler se présentant sous la forme d’un systéme linéaire

oL n
87,31 =0 <= =2 ;(yz — Brx; — Bo)x; = 0, (1)
oL n

0 0 — -2 ;(yz — B1x; — Bo) = 0. 2)

On se concentre sur 1’équation (2) pour le moment, on va la développer. Ce qui
nous permet d’écrire

—2 Z?:l(yi — Bix; — Bo) =0,
= Y riyi—biy i xi—nby =0,

1 1
— 52?:1 Yi —/315 Yoz = Po,

<~ y— Bz = Bo.
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On obtient une expression de I’estimateur [30 de [y, elle dépend de 8 dont on va
pouvoir déterminer I'expression en injectant la valeur de § dans I’équation (1).

=237 (i — Brzi — Bo)w =0,
A Yo i — By 3%2 — Bo iy Ti =0,

1
— E?:l YiTq — 61 Zz 1 :L‘ Z?:l Xj <n Z -1 Y — Bl Z =1 xz) =0,

= T (T ) (S v — <Zz 1»”62—111@?1“)2) -0

S~ (S0 ) (S )

= 1 5 = b,
n n
PO n (21 i)
Covlz, y]
<~ —_— e
Var|x] B
ol la derniére équivalence est une conséquence du lemme 3.1 O

Etudions maintenant les propriétés de ces estimateurs.

3.4 Propriétés des estimateurs Bo et Bl

Nous cherchons maintenant & étudier le biais des estimateurs obtenus par méthodes
des moindre carrés ainsi que leurs variances. Cela nous permettra de construire des sta-
tistiques de test qui prouveront, ou non, la significativité des paramétres.

Propriétés de la pente du modéle de régression Commengons d’abord par mon-
trer que 50 est un estimateur sans biais de a, c’est-a-dire que IE[BO} Bo. On utilisera le
fait que

Elyi] = Bo + Biw;
Ely] = Bo + 17

Ainsi, l'espérance du

A > i1 (i — 2)Efyi — 9]
> i (v — 2)?
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_ 2ima (@i — T)(Ely] — E[g)
i (@i — 2)? ’
_ 2imi(@i = 2)(Bo + Brzi — fo — i)
> i (@i — 2)? ’
2 (@i — ) (zi — I)
Yisi(zi—2)?

=5
E[31] = Bi.

On peut maintenant faire de méme avec la variance de I'estimateur afin de déter-
miner son écart-type, ce qui nous servira & tester la significativité de la pente, mais aussi
a construire l'intervalle de confiance sur I'estimation du paramétre.

Pour cela on utilisera le fait que I’on peut écrire :

> i1 (T — T)e - T, — T
= —“— =01+ wigi, Ol W= =
S (a — 7)? 2 v S @ - e

Cette égalité est une conséquence du fait que y; = Bo + S1x; + €5 et ¥y = Bo + S12.

Br=p1+

On peut alors déterminer la variance de notre estimateur a l'aide de cette relation :

~

Varlfi] = E [(3 — E[31))?]

=E |(81+ Zwm - ﬁl)Ql )

=1

n 2
=K (Z wisi) y
=1

n

n
=E Z (wiai)Q +2 Z siai/wiwi/] ,

Li=1 1<

n n
= Z E[e?] w?+2 Z E [eiei] wiwir,
i=1 T~ i<it
=Varle;|=02 =0
~ 0'2

La variance de I'estimateur Var[3;] dépend de la variance des erreurs o2 qui est
pour le moment inconnue. Nous formulerons la méme remarque au sujet de la variance
de Pestimateur Var[fy] par la suite.
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Propriétés de 'ordonnée a l’'origine du modéle de régression Nous reprenons
la méme étude. On peut commencer par remarquer que

Bo = Bo + (B1 — B1)7.

En effet, repartons de 'expression de ’estimateur

Jo )y
(e

Il
Ny

|
’_m
&

A~

= 1T + Bo — p17,
= Bo + (B1 — B1)z.

Commencgons par I'espérance :
E[fo] = E[fo + (81 — 51)7,
= E[Bo] + E[(B1 — p1)7],
= Bo + (81 — E[B1))z,

= Bo-

Regardons enfin I'espérance de cette estimateur, pour cela on va repartir de la
définition de départ

Var[,@’o} = Var :g — Blf} ,

1 n
= Var - z; Yi
L 1=

+Var [Blf} —2Cov (Z?: yi,B@) )
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_ — n n
o 7202 2T
- — + n—72 - 7001} E yi7 E Wi&; 5
i=1 =1

o? n 7202 2500 i En:
=— 4 ——————Cov €; WiEi
n Z?:l(xi _ $)2 n g 3] P (A )
2 ) - n
o T°o 2T
=t = — Var|e;|w;

Varlbol = St s G R T s (a — P

On observe que la variance des estimateurs dépend de la variance inconnue o2 de
la distribution des données y;.
Il nous faudra trouver une estimation de cette variance.

3.5 Estimation de la variance o2

Dans le cas du modéle linéaire simple, nous pouvons obtenir deux estimations de
cette variance en se concentrant sur les résidus du modéle.

Si on procéde a l'estimation de o par maximum de vraisemblance, nous pouvons
montrer qu’un estimateur est donné

n

1 N N 2
0% = EZ (yi —(Bo +ﬁ1$i)) :
i=1
Mais cette estimateur 1a est biaisé. Une version débiaisée de cette estimateur est
donnée par ’expression.

2 1 - 3 3 2
0% = P — ).
5 2 (= ot )
=1
Il faut donc diviser la somme des carrés des résidus €; par n — 2 et non par n. Si
pour le moment le fait de diviser par n — 2 n’est pas expliquée, nous pourrons noter que

le 2 correspond au nombre de paramétres dans notre modéle de régression By et B1.

UFR anTHropoLoGIe
2 sociolocie
cience poLiTiave
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Nous justifierons ce facteur 1a lorsque nous traiterons le cas général, i.e., lors de la
présentation du modéle linéaire multiple.

Déterminer ’espérance et la variance de ces estimateurs va nous permettre de voir
si modéle appris est intéressant, i.e. sommes nous capable de prédire correctement
les valeurs de variable Y a ’aide des valeurs de X et de cette relation linéaire.

3.6 Mesure du lien entre la variable explicative et la variable a expli-
quer

Nous avons déja introduit une mesure permettant d’étudier le lien entre deux va-
riables aléatoires X et Y, la covariance. Mais la valeur de cette derniére dépend de
Pordre de grandeur des valeurs prises par les différentes variables aléatoires. Ainsi, pour
mesurer le lien entre deux variables aléatoires, on calcule le coefficient de corrélation
linéaire.

Définition 3.1: Coefficient de corrélation linéaire

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2. On
appelle coeflicient de corrélation linéaire entre les variables X et Y la quantité p
définie par

Cov[X,Y]

/Var[X] Var[Y]

Si |p| est proche de 1, on dira que la corrélation entre les deux variables est forte,
a l'inverse, si elle proche de 0, elle sera faible.
De plus, une valeur négative de p signifie que, globalement, valeurs croissantes de X
impliquent des valeur décroissantes de Y (et réciproquement), i.e. la pente de la droite
de régression sera négative. De méme, une valeur positive de p signifie que des valeurs
croissantes des X impliquent des valeurs croissantes de Y (et réciproquement), i.e. la
pente de la droite de régression sera positive.

Le coefficient de corrélation linéaire p est directement relié a la pente de la droite
de régression (1 par la relation

Ainsi, nous pourrons indifféremment tester la force du lien entre les deux variables
aléatoires X et Y ou tester la significativité de la pente du modéle.
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3.7 Significativité du modéle

Etant donnée la remarque précédemment formulée nous pouvons donc nous inté-
resser indifférement & une des deux quantités.

Significativité de la pente Notre estimateur de la pente Bl suit une distribution
normale, tout comme la variable aléatoire Y. Les paramétres de cette loi, calculés en
Section 3.4 permettent d’écrire que

~ N’ 0'2
B1 ~ <517 e f)2> .

Donc

B — B

02

> (mi — )2

De plus, d’aprés ce que nous avons vu en Section 3.5, un estimateur de la variance
est donnée par

~ N(0,1).

Donc

Ainsi
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Significativité de la corrélation Remarquons enfin que 'on aurait pu écrire notre
modéle de régression linéaire simple sous la forme

y=XB+e,
Y1 1 X1 €1
Y2 1 a €9
y = , X = et e= )
Yn—1 1 zp En—1
Yn 1 Tn En

Nous utiliserons cette écriture dans lors de présentation du modéle linéaire multiple,
i.e. lorsque le modele employé utilise plusieurs descripteurs Xy, Xo,..., X, objet de la
Section 5
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4 Vecteur gaussien et géométrie des modéles linéaires

Cette section est plus abstraite mais elle se propose de fournir une explication
quant aux différents tests employés pour évaluer la qualité d’'un modéle mais aussi les
degrés de libertés des lois de probabilités associés.

Pour cela, nous aurons besoin des outils d’algébre linéaire et de leurs interprétations
géométriques.

4.1 Vecteurs gaussiens
4.2 Application a la variance

On peut essayer de comprendre pourquoi on parle de degré de liberté pour le x?
en regardant le probléme géométriquement. Prenons un vecteur Gaussien X d’espérance
w et de variance o?I. On peut considérer I'espace vectoriel V engendré par le vecteur v
défini par

1

et la projection du vecteur gaussien X sur cet espace vectoriel est définie par

1 1
(v, X) RN 1 .
X) = = — X; =X
pV( ) HVH2V n; i
1 1

Si on regarde maintenant 1’espace orthogonal & V', que 'on note V-, et que I'on
s’intéresse a la projection du vecteur X sur ce dernier, il s’agit du vecteur X auquel on
enléve sa projection sur V', c’est & dire :

1 X1 —X
i X, - X

De plus comme V et V1 sont des espaces vectoriels orthogonaux, et bien les deux
vecteurs de projection Py (X) et P,1(X) sont indépendants.

46 - Modélisation Linéaire - L3-MIASHS - Info &

e La
municarion



_ 1
Cela veut dire en particulier que X (obtenu & partir de Py (X)) et —> 1 (X; — X)?
n

1=

obtenu & partir de Py-1 (X)) sont indépendants.
1%

De plus, la loi du x?(v) est trés reliée a ces notions géométriques. En effet, la loi
du x2(v) est par définition la loi de la somme des carrés de v variables Gaussiennes
N(0,1). De plus, si on prend un espace vectoriel W de dimension d, la projection de X
sur W est encore un vecteur Gaussien (ce qu’'on peut montrer en utilisant une notion
un peu avancée comme la fonction génératrice des moments) et sa norme au carré est la
somme des carrés des composantes de cette projection. Comme la dimension est d, on a
d composantes (et par changement de variable sur W, on peut les rendre indépendantes).
La norme au carré de la projection sur un espace vectoriel de dimenson d a donc une
loi du x? a d degrés de liberté. C’est pour cela que la variance empirique corrigée, en
particulier, définie par

i=1
et qui est la projectio d’un vecteur Gaussian standar sur un espace vectoriel de dimension
n — 1, satisfait

(n—-1)8% = > (X; — X)?
=1
= [Py (X)3

et suit donc une loi du x? a n — 1 degrés de liberté.

4.3 Deéfinition des lois de probabilités

Cette section résume les définitions des lois de probabilités utilisés dans le cadre
de ce cours.

Définition 4.1: Loi normale

La loi normale est caractérisée par sa moyenne (ou espérance) p et par sa variance
o2. Cela veut dire que la seule connaissance de ces deux paramétres permet de
caractériser intégralement cette loi. Elle admet une densité f définie pour tout

nombre réel x € R par
1 T — W 2
x) = exp |— .
f(@) = == p[(o_)]

Dans le cas multi-dimensionnel, la densité est caractérisée par un vecteur de
moyenne g € R™ et une matrice de covariance ¥ € ., (R).
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Définition 4.2: Loi du X2

Soient X7, Xo, ..., X, k variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale
centrée réduite. Alors la la variable aléatoire X définie par X = Zle Xi2 suit une
loi du x? a k degrés de liberté, notée X,?.

Définition 4.3: Loi de Student 7

Considérons X une variable aléatoire centrée réduite et U une variable aléatoire
suivant une loi du X%, i.e. du Khi-deux a k degrés de libertés, indépendantes. Alors

la variable aléatoire Tj =

suit une loi de Student & k degrés de liberté.

Ex
>

Définition 4.4: Loi de Fisher 7, ,

Soient U; et U deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi du Khi-
deux a respectivement ki et ko degrés de liberté. Alors la variable aléatoire X =

Ur [k
Uz/ds

suit une loi de Fisher, notée F'(k1,k2) (& k1 et ka degrés de liberté)

Proposition 4.1: Théoréme de Cochran

A urR a
universie el
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La statistique de test précédente suit une loi de Student & n — 2 degrés de liberté.
Pourquoi n — 27 Cela correspond tout simplement & la taille de I’échantillon moins le
nombre de paramétres & estimer dans le modéle.

Une autre fagon de construire notre statistique de test est d’utiliser le fait qu'une
loi de Student est la donnée d’une loi normale centrée et réduite quotientée par la racine
carrée d’une loi du X2 divisé par son nombre de degré de liberté.

2
o
On connait la distribution de notre estimateur a ~ N (a, n) .

> (mi — )2

Donc

a—a
o2
i (@i — 7)
De plus, nous avons
(n —2)62 o x?
o2 n—2»
ainsi
a
~ In-2
5.2

Remarquons que ce coefficient de corrélation linéaire est étroitement lié au para-
meétre de la pente de notre modéle par la relation

Var[Y]
Var[X]

beta; = )

Pour cela, on va procéder a un test statistique pour étudier si la valeur du coeffi-
cient de corrélation p est significative ou non.

Pour faire cela, on étudier la quantité statistique t; sous I’hypothése Hy : le coef-
ficient a (la pente) est égal a 0
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oll oz est I'écart-type de la distribution d’échantillonnage lié a ’estimateur de

pente. Il nous reste donc a estimer la valeur de og.

Commengons d’abord par montrer que @ est un estimateur sans biais de a, c’est-

a-dire que E[a] = a. On utilisera le fait que

= > iy (zi — T)E[y; — 9]
>y (wi — x)?
_ i (@i — T)(Elys] — Efg])
Z?ﬂ(ﬂ”i — )2
Y (zi — ) (aw; + b — aZ — b)
> iy (v — 7)?
Y D)
>y (zi — 7)?

= a.

)

Y

9

)

On peut maintenant faire de méme avec la variance de l'estimateur afin de déter-
miner son écart-type, ce qui nous servira a tester la significativité de la pente, mais aussi

& construire 'intervalle de confiance sur I'estimation du paramétre

Pour cela on utilisera le fait que I'on peut écrire :

. S (xi —@)ei -
a=a-+ Zn (xi—a‘c)Q —a+;Wi€ia

i=1

5 Cette égalité est une conséquence du fait que y; = ax; +

< Ty —
MW = ==
' Z?:l(wi — )

b+e; et §=az+b.
On peut alors déterminer la variance de notre estimateur & l’aide de cette relation :

Varla] = E [(a - E[a))?],
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n
=FE (a—i—ZwiaZ—a)Q] ,
L i=1
S )
=E <Z wiei> ,
=1
d n n
=E (wi€¢)2 + 2 Z 5i5i/wiwi/] ,
Li=1 1<’
n n
= E [512] w? + 2 Z E [82'61'/] wiwir
i1 S~ i<i!
=Var[e;|=02 =0
0,2

La deuxiéme somme est nulle, c’est I’hypothése d’indépendance entre les bruits
pour les différentes données.

Dans cette expression o2 reste inconnue, mais ce n’est pas grave, car on est en

mesure de lestimer ! En effet, on se rappelle qu'une estimation de o2, notée 62 est trés
proche de la variance de nos résidus. Plus précisément :

1 < 1
52 _ 2 _
g _n—Q;é—Z n—2

Au final notre variance de I'estimateur @ est alors donnée par :

(i — )%
1

n
1=

1 L2
s 2=t (Y = i) 52
Var[d] = n —\2 = n N2
>ici(zi — T) > iz (zi —T)
On peut alors définir notre statistique de test ¢ par la relation habituelle "estimateur
moins son espérance, le tout diviser par son écart-type", i.e.

a—a a

a
1 ~ sou;Ho 1 A - — .
n—29 Sy (i — 90)° — S (i — 90)° \/no,_2
i (i —2)? S (2 — 7)? >im1(i — @)
1= i

Cette derniére peut également s’écrire

n—2
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ol p représente le coefficient de corrélation linéaire de Pearson du modéle, i.e.

b= Cov[X,Y] € [-1.1].

VVar X|VarlY]

Ce coefficient de corrélation permet de mesurer l'intensité de la liaison entre deux

variables X et Y tout en indiquant 'impact de 1'une des variables sur l'autre. Si |p| est
proche de 1, on dira que la corrélation entre les deux variables est forte, & 'inverse, si
elle proche de 0, elle sera faible.
De plus, une valeur négative de p signifie que, globalement, valeurs croissantes de X
impliquent des valeur décroissantes de Y (et réciproquement), i.e. la pente de la droite
de régression sera négative. De méme, une valeur positive de p signifie que des valeurs
croissantes des X impliquent des valeurs croissantes de Y (et réciproquement), i.e. la
pente de la droite de régression sera positive.

La statistique de test précédente suit une loi de Student & n — 2 degrés de liberté.
Pourquoi n — 27 Cela correspond tout simplement & la taille de I’échantillon moins le
nombre de paramétres & estimer dans le modéle.

Une autre fagon de construire notre statistique de test est d’utiliser le fait qu'une
loi de Student est la donnée d’une loi normale centrée et réduite quotientée par la racine
carrée d’une loi du X2 divisé par son nombre de degré de liberté.

2
o
On connait la distribution de notre estimateur a ~ N (a, 2> .

doici(zi — )

Donc

= ~N(0,1)
> i (@i — 2)?
De plus, nous avons
n _0_22)02 ~ Xﬁ—za
ainsi
a—a
o2
a
~9 ~An=2
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On va maintenant regarder si notre modéle est significatif, au risque de premiére
espéce o = 5%, on va donc rejeter I'hypothese Hy si [t| > t)_,/o, puis construire un
intervalle de confiance de niveau 1 — « sur la paramétre a

Dans la section suivante, nous allons tenter d’expliquer l'origine des degrés de
liberté qui interviennent dans la construction des tests statistiques et des intervalles de
confiance précédents.

4.4

24 UER anTHropoLoGle
ocroLocre
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5 Modéle Linéaire Gaussien Multiple

Dans cette section, on va supposer que le nombre d’exemples n est toujours plus
grand que le nombre de descripteurs (ou variables) p + 11,

Le modéle de régression linéaire multiple s’écrit sous la forme

y=XB+e,

ou

Y1 I a1 12 ... Tlp €1

Y2 1 Z21 €22 . T2.p £9
y = , X=|: : : et = ,

Yn—1 I Zp11 Tn-12 .-+ Tn-1p En—1

Yn 1 Tn,1 Tn,2 cee Ln,p En

et B = (Bo,B1,---,58p-1,0p) € RPT! est notre vecteur des paramétres du modéle.

N

Le vecteur y € R™ est le vecteur dont on cherche a expliquer les valeurs, la matrice
X € R™P*1 est la matrice explicative. On 'appelle aussi matrice de design et € € R”
est le vecteur des erreurs associées a chaque exemple qui sont supposées gaussiennes.

Hypothéses . On formule généralement les hypothéses suivantes pour I’étude du mo-
déle linéaire gaussien

1. le modéle est supposé identifiable, i.e. il existe un seul et unique vecteur 3 €
RPHL tel que E[y] = X3. Cela est équivalent au fait que les colonnes de la
matrice X sont linéairement indépendantes, i.e., que le rang de la matrice X
est égal a p+ 1.

2. nos données sont .¢.d. comme dans le cas de la régression linéaire simple.
3. les erreurs sont supposées centrées donc E[e] =0

4. les erreurs ont toute la méme variance et sont indépendantes, ainsi Varle] =
021, ou, de facon équivalente Var[y] = 021,

5.1 Estimation par la méthode des moindres carrés

Regardons de suite ’expression de I'estimateur des moindres carrés.

1. Le cas ou p + 1 est bien plus grand que n nous pousserait a faire de la statistiques en grande
dimension, ce qui n’est pas l'objet de ce cours d’autant que cela rendrait I’étude des modéles plus
complexe.
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Proposition 5.1: Solution de la régression multiple

Considérons le modéle

y=XB+e¢,

avec la méme signification que précédemment. Si le modéle est bien identifiable,
i.e., si la matrice X est de rang égal p + 1, alors la matrice X7 X est inversible et
I’estimateur des moindres carrés de 3, solution du probléme

g _ 2
gin lly = X8l

est donné par

B=(XTx)"' xTy.

Démonstration. Concernant l'identifiabilité du modeéle. On rappelle que si toutes les
colonnes de la matrice X sont indépendantes, alors Ker(X) = 0 = Ker(XTX), or
XTX e Re+D)x@+D) | aing rg(XTX) = p + 1, la matrice est de rang plein et est donc
inversible.

Pour déterminer I'expression de I'estimateur vbéta, nous allons dériver notre pro-
bléme et chercher les points critiques puis déterminer leur nature en étudiant la hessienne
associée.

Les extrema de la fonction la fonction 8 — |y — X||5 sont données en cherchant I'en-
droit ou le gradient de cette derniére s’annule. On va donc chercher les valeurs de 3 telles
que

9
gy —XBlE =0 — —2X'(y-XB) =0 (3)

En dérivant & nouveau fonction, on trouve

0 2 T
8,32 ||y - Xﬁ”2 =2X"X - 0,

1.e. la matrice hessienne est définie positive, ce qui est le cas ici car il s’agit de la
matrice de variance-covariance des données, cette convexité nous permettra de dire que
la vecteur [ vérifiant 1’équation (3) est bien solution de notre probléme de minimisation.

Or

;;Hy ~XBI3=0 — —2XxT(Y - XB) =0,
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= XT(y -XB) =0,
— X'y —-XTXg3 =0,
— XTXx3 =Xy,

fﬁuy _XBL=0 — 8= (XTX)'XTy.
OJ

Tout comme dans le cas du modéle linéaire simple, les prédictions ¥ sur les données
X utilisées pour estimer 3 sont définies par

y=XB=XX"X)"'X"y,

or la matrice H = X(X7X)™'X” est la matrice de projection du vecteur y sur
I’espace engendré par les colonnes de la matrice X, qui est donc un espace de dimension
(p+1).
En écrivant ainsi y = Hy et en se rappelant que les erreurs du modéles € sont définies
comme étant la différence entre la prédiction vy et la vraie valeur y, nous avons

Ezy_yv
ZY*X,B,
=y — Hy,

e=(I,— H)y.

On notera L = I, — H qui définie également une projection sur I’espace orthogonal
a lespace engendré par X. Ainsi, les erreurs du modéle appris ne sont que la projection
du vecteur y sur le sous-espace orthogonal engendré par les colonnes de X, un espace de
dimension n — (p + 1).
Ces remarques seront importantes pour la construction des tests associés a la régres-
sion multiple. Mais regardons d’abord quelques bonnes propriétés statistiques de notre
estimateur.

Proposition 5.2: Propriétés de ’estimateur B

L’estimateur ,3 des moindres carrés ordinaires est
(i) un estimateur sans biais du paramétres 8, i.e. E[3] = B item]|(ii)] sa
variance est égale a Var[3] = 02(XTX) 1. item|(iii)| De plus, 3 est l'es-
timateur sans biais de variance minimale parmi tous les estimateurs
linéaires sans biais de 3.
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Démonstration. On rappelle que 'on a

Ely] = X8 et Var[y] = ¢’I,.

L’estimateur des moindres carrés ordinaires est donné par B = (XTX)_1 XTy =
Ay, on A = (XTX) 7' XT.

~

(i) Espérance de ’estimateur : E[5] On repart de la définition de I’estimateur dans
la Proposition 5.1 et on garde l'esprit que X est déterministe (ce n’est pas une variable
aléatoire), la seule partie aléatoire dans I’expression de B vient de la variable aléatoire Y;
via la variable aléatoire &;.

E[B] = E [(X"X)'X"Y],
= (X'X)"' X" Elyl,
= (XTX)"'XTE[X3 + €],
= (XTX)"'XTXB+E|[e],

= (XTX)7'XTXB,

(ii) Variance de l’estimateur Var[3] On garde a 'esprit ce que nous avons utilisés
précédemment, & savoir que seule g;, i.e. les erreurs sont aléatoires ainsi que les propriétés
de la variance.

= E[(X'X)" X"y - p)(X"X) X"y - 8)7],
= E[(XTX)"'X"(XB +¢) - B)(XTX)'XT(XB+e) - B)],

= E[(XTX)"'XTe)((XTX) "' XTe)T],

57 - Modélisation Linéaire - L3-MIASHS - Info

nsTITUT
e La
municarion



= E [(X"X)"'X"ee"X(XTX) ],

= (XTX)"'XTE [eeT]X(XTX) 7!,

— 2(XTX) XX (XTX) !,
Var8] = o*(XTX)"".

(iii) Estimateur linéaire de plus petite variance Considérons un autre estimateur
linéaire B sans biais de 3 tel qu’il existe une matrice B telle que 8 = By = 3.

On a alors E[3] = BE[y]|. Or 'espérance de y est égale & X3, on a donc BX3 = 3 donc

BX =1,41.
Cela nous donne

B”A = BX (X"X) ' = ATA,

En posant C =B — A, on trouve CAT =0et ATC =0.
Ainsi la variance de 3 est donnée par

Var|8] = 0?BB7,
=o?2(A+C)(A+C)T,
=o?AAT + 52CCT,
= Var[8] + o?CC”.

Cette derniére matrice est CC” est semi-définie positive, ces valeurs propres sont
donc toutes positives, donc pour tout vecteur u € RPT!, nous avons

u” Var[8Ju = u” Var[g]u.

On en déduit que Var[B] > Var[3] pour la relation d’ordre précédemment définie.
0
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5.2 Estimation par maximum de vraisemblances

On peut également trouver I'expression des estimateurs par maximum de vraisem-
blance en se rappelant que pour tout i € [1,n]

yi =x; B+ e,
oit e ~ N(0,02).

Ainsi la variable aléatoire y; est distribuée selon une loi normale centrée en x7 3 et

de variance o2.

Nos données étant supposées indépendantes, la loi jointe de y est égale au produit des
lois y;.

La densité jointe évaluée en les observations est donnée par

exp <_ (yi — X?ﬁ)2> ‘

Dans cette densité jointe, deux quantités sont inconnues : (i) le vecteur 8 des para-
métres et (ii) la variance des erreurs o2. On va donc étudier la fonction de vraisemblance
L qui est une fonction des paramétres inconnues

2. _ - 1 (Z/z —XiTﬁ)Z
L0ty X) = ] g e <‘2a2>

Simplifions cette expression

n

Voro?
paie 2770

n 1 — T 3)2
(57 gy, ): H 2€Xp <_(y2;{_;lg)>7

=1

.

(-5

V2mo?

Or on se rappelle que si u € R, alors Y 1 u? = ||u||3, que l'on va appliquer a ce
qui figure au sein de ’exponentielle. A1n51

n —XT,B
1 n (; 202 )
L(B,0%y,X) = (W) exp \ = ,
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_IIy—XﬂHg)

eyl

V2mo?

ot les notations X et y sont celles employées dans la partie précédente.

On se rappelle que les meilleurs paramétres sont ceux qui permettent de maxi-
miser la vraisemblance de nos données. Mais cette expression est bien trop complexe &
manipuler. Donc au lieu de maximiser la vraisemblance L on va chercher & maximiser la
log-vraisemblance ¢, définie par L = In(L) soit

Iy -xpI3

n
—In(c?) 52

2, __n _
E(IB,U 7an) - 2 11’1(271’) 2

Les valeurs de o2 et 3 qui maximisent la vraisemblance sont données en résolvant
les équations d’Fuler définis par

o

B

Concentrons nous sur la premiére équation, ce qui nous donne

of
(ﬁ,UQ;y,X):O et W(5702;Y7X):0‘

of 2. B
8ﬂ(6’0 7Y’X) _O’
T(yv —
— Xb6-X8_,
202

— —X'y-XTX3=0,

— B=(X"X)"'X"y.

Faisons de méme avec la deuxiéme équation en utilisant ’estimateur @ précédem-
ment obtenu et en notant que

n
ly = X8I = lly - 915 =D _ (i — 9:)*.
i=1

ou RSS signifie Residual Sum of Squares. On a ainsi,
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ol
@(ﬁaaz;yax) = 07

nl | 1llly—X8l3

1
<~ -
202 2 (02)?

— —no’+ |y —XB|5 =0,

2 ly = XBI3
X503,

<~ O

Ainsi les estimateurs obtenus par maximum de vraisemblance sont donnés par

. . o A A
B=(X"X)" X"y et o2= - > wi—xB) = lly = X8l

n

Remarque L’estimateur de o2 ainsi obtenu est biaisé! Il faudrait corriger cet estima-
teur pour le rendre non biaisé.

5.3 Sélection de modéles

5.4 Deétection d’ouliers
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6 Reégression linéaire avec ‘R
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Troisiéme partie

Modéles Linéaires Généralisés

6.1 Vers l’'intérét de la régression logistique

Plagons dans un contexte un peu différent de celui que nous avons traité jusqu’a
présent, et considérons I’exemple suivant.

On cherche a construire un modéle de régression capable de déterminer si un in-
dividu est atteint ou non d’une infection en fonction de sa numération en lymphocytes.
La variable prédite peut prendre deux valeurs : 1 si la personne a une infection et 0 sinon.

A premiére vue, rien ne nous empéche d’apprendre un modéle linéaire pour tenter
d’ajuster notre nouveau nuage de points, comme illustré ci-dessous.

Infection

Lymphocyte

Il suffira alors de prendre un seuil, sur les valeurs prises par notre hypothése h, au-
deld duquel un individu sera considéré comme malade, e.g. on considére qu'un exemple x
appartient a la classe positive (y = 1) lorsque I’hypothése h renvoie une valeur supérieure
a 0.5 (i.e. négatif sur la partie gauche et positif sur la partie droite). Dans cet exemple,
cela fonctionne bien.

Considérons maintenant un autre cas ot le nombre de lymphocytes peut étre ex-
trémement élevé, ce qui signifie que 'infection est grave. Ce nouvel ensemble de données
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est représenté ci-dessous.
Infection

V | > Lymphocyte

Cette fois-ci, nous constatons que si nous utilisons le méme seuil, nous manquons
des cas positifs ou des personnes infectées.

7 Vers la Régression Logistique

L’exemple précédent montre que la facon dont nous modélisons notre probléme
n’est pas bien choisie, nous avons besoin d’une structure différente, c’est-a-dire d’une
courbe plus adaptée a la structure de nos données. Par exemple, nous avons besoin d’'un
modéle qui soit représenté comme suit :

Infection

> Lymphocyte

|

Un tel modeéle prend ses valeurs dans [0, 1] et nous pouvons donc dire qu’il estime
la probabilité d’avoir une infection. Pour transformer les valeurs prédites par un mo-
déle de régression linéaire en probabilités, nous utilisons la fonction logistique, i.e. nous
calculons :
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1
1+ exp (—xB)°

On parle alors de Régression Logisitque.

Régression Logistique : théorie et apprentissage Le modéle de Régression Lo-
gistique, également appelé modéle logit, a été introduit au milieu du 20™¢
I'utilisation des modéles logit remonte a la fin du 19 siécle.

siécle, mais

Pour estimer la probabilité qu'un exemple appartienne & une classe donnée, par
exemple la classe positive : n = Pr(Y = 1| X), la régression logistique vise a calculer
le logarithme du odds, c’est-a-dire le rapport des probabilités. Nous estimons ensuite le
logarithme de ce rapport a 'aide d’un modéle linéaire :

n <Pr(y =1|x)

I R

Ainsi, une fois les paramétres 8 du modéle sont appris, nous pouvons calculer la
probabilité d’appartenir & la classe 1 :

B _ exp(x3) — 1
Priy=1[x)= 1 +exp(xB) 1+ exp(—Bx)

Une telle fonction est appelée fonction logistique et prend ses valeurs dans [0, 1]. Un
exemple x; est (généralement) prédit dans la classe 1 si Pr(y =1 | x) > 0.5, c’est-a-dire
si x3 > 0. Compte tenu d’une tache et d’un objectif, nous pouvons choisir de modifier
ce seuil.

Pour estimer les paramétres du modéle, nous maximisons la vraisemblance des

données L(8,S), ou S = {x1,X2,...,X;,} est un ensemble de m exemples.
i=1

m m
= H Pr(Y =y | X =x;) X H PrY =y | X = %),
i=1y;=1 i=1,y;=0

n 1 Yi 1 (1-y:)
- }:[1 <1 + exp(—xzﬂ)> : <1 + exp(xz',@)> '
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Notez que nous préférons généralement minimiser la log-vraisemblance négative
des données :

6(1675): _ln(‘c(l@as))a
- 1 1
- —;yiln (1+exp(—xi,3)> T (=) (1 a 1+exp(—xi,3)) '

Ce faisant, nous trouvons la fonction de perte logistique introduite précédemment.

Dans ce qui suit, par souci de simplicité, nous fixerons g(8,x) = ————— . On est
1+ exp (—x0)
donc ramené a résoudre le probléme d’optimisation suivant
1 m
Gmin - ; yiln (9(8,x:)) + (1 — i) In (1 - g(8.x:)).

Nous divisons la perte par un facteur m afin d’étre cohérent avec la notion de
moyenne des erreurs

Par rapport au modéle linéaire de régression des moulinets, il n’existe pas de so-
lutions analytiques. Cependant, le probléme étant convexe, nous pouvons utiliser un
algorithme basé sur le gradient pour trouver une solution.

Apprentissage du modéle On peut calculer le gradient de la fonction ¢ par rapport
au vecteur 3. On a donc

%(@S)
93,8
VB, S) = ‘%(:ﬂ i
2-(8,5)

= =) il = g(8, %)% + (1 = y:)g(B, xi)xi,
i=1

- 1
T ; <yi 1+ eXP(—XiB)> o

Nous pouvons ensuite appliquer ’algorithme de descente de gradient en utilisant
I'expression ci-dessus du gradient de la log-vraisemblance négative (on I’appellera fonction
de coit) :
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Bt = g® —y ve(e™, 5),

k=1,2,... et nest le pas d’apprentissage.

La plupart du temps, nous utilisons I’algorithme de descente de gradient de Newton-
Raphson pour minimiser notre fonction de coiit, i.e. nous utilisons la matrice hessienne
de ¢ dans notre procédure de minimisation au lieu du pas d’apprentissage 7.

Cette matrice hessienne est donnée par

[ 0% 0% i
Tﬁg(ﬁ’s) m(ﬁ,s)
826 (B S) 8726(13 S) m
v2(B8,S) = | 01950 0B10Ba " | = g(Bxi) (1 — g(B,x4)) xix] .
: : i=1
0% 0%

On peut exprimer la matrice hessienne sous une forme plus compacte comme suit :

vi(B8,X) = XTGX,

oit X € R™*(@+1) est 1a matrice de design (matrice i.e. des données) et G € R™*™
est la matrice définie par :

[9(8,x1) (1 —g(B,%1)) 0 0 |
0 9(B;x2) (1 —g(B,x2)) 0 -+ 0
G- . ) . ) :
0

L 0 o 00 g(Byxm) (1_9(/37Xm))_

Notez qu’avec I'expression ci-dessus, la matrice hessienne est exprimée comme une
combinaison linéaire positive de matrices de Gram et est donc une matrice semi-définie
positive. L’algorithme de Newton-Raphson est donc le suivant :

Bl = g — (v2(8®.,5)) vea®,s),

qui présente un taux de convergence plus rapide que l’algorithme standard de
descente de gradient & pas constant.
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8 Reégression a noyaux
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9 Modéles (a effets) Mixtes
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