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Chapitre 1

Echantillonnage et statistiques descriptives

La problématique de I’inférence statistique consiste, a partir d’'un échantillon de données provenant d’une
population de loi de probabilité inconnue, a déduire des propriétés sur cette population : quelle est sa loi (probleme
d’estimation, chapitre[2)), comment prendre une décision en contrdlant au mieux le risque de se tromper (probleme
de test, chapitre[3).

1.1 Echantillon

Un échantillonnage correspond a des tirages indépendants et équiprobables d’individus au sein de la population.
On associe alors a chaque individu 7 une variable aléatoire X;, dont on observe une seule réalisation x;.

Définition 1.1.1. Un échantillon X, ..., X,, estun n-uplet (X1, ..., X,,) de variables aléatoires X; indépendantes
et identiquement distribuées (méme loi).

Par simplicité nous utiliserons régulicrement le terme échantillon pour signifier a la fois 1’échantillon d’obser-

vations z1, .. ., x, et le n-uplet aléatoire (X1,..., X,).

Il est fréquent de caractériser un échantillon par des quantités telle que la moyenne, variance, etc. Ces quantités sont
elles-mémes des variables aléatoires fonction de X1, ..., X,,.

Définition 1.1.2. Une statistique T est une variable aléatoire fonction (mesurable) de X1, . .., X,,.

1.2 Exemple introductif

Le jeu de données GermanCredit .data, disponible en lignep_l comporte des renseignements sur 1000
clients d’une banque allemande, chaque client étant décrit par 20 variables. Ce jeu de données sera utilisé pour
illustrer les notions de ce chapitre. Le tableau [I.2]contient la description des 20 variables.

1.3 Description d’une variable

1.3.1 Les différents types de variables
Les variables que I’on rencontre en statistique peuvent étre de différentes natures :

Définition 1.3.1. — une variable est quantitative si ses valeurs sont mesurables. Elle peut étre continue (R)
ou discrete (N).
— une variable est qualitative si ses valeurs ne sont pas des valeurs numériques, mais des caractéristiques,
appelées modalités.
— une variable qualitative est dite ordinale si ses valeurs sont naturellement ordonnées (mention au bac,
appréciation, classe d’dge...). Dans le cas contraire elle est dite nominale (sexe, couleur des cheveux...).

Exercice. Définir le type de chacune des variables dans I’exemple GermanCredit .data.

1. http://labomath.univ-1illel.fr/~jacques/



CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE ET STATISTIQUES DESCRIPTIVES

numero

nom de la variable

valeur

1

état du compte cheque (en DM)

All:
Al2:
Al3:
Al4:

<0

€ [0,200[

> 200 ou versement des salaires pendant au moins un an
pas de compte cheque

durée en mois du crédit

eN

historique des crédits

A30:
A3l
A32:
A33:
A34:

pas de crédit / tous remboursés

: tous les crédits dans la banque remboursés

crédits en cours
retard de paiement dans le passé
compte critique / crédit existant dans d’autre banque

but du crédit

A40:
A41
A42 .
A43:
A44
A45:
A46 :
A47 :
A48 :
A49 :
A410

voiture neuve

: voiture occasion

équipement / fourniture
radio / télévision

: appareils ménagers

réparation
éducation
vacances
recyclage
professionnel
: autre

montant du crédit (en DM)

cR

montant de 1’épargne (en DM)

A6l :
A62 :
A63:
A64 :
A65 :

< 100

€ [100, 500]
€ [500,100]
> 1000
inconnu

ancienneté dans le travail actuel (an)

A71
AT72:
A73:
A74 .
A75:

: sans emploi

<1
€ [1,4]
€ 4,7
>7

taux d’apport

cR

état marital

A91
A92:
A93 :
A9%4
A95:

: homme divorcé / séparé

femme divorcé / séparé / mariée
homme célibataire

homme marié / veuf

femme célibataire

10

autre demandeurs / garants

Al101
A102
A103

:aucun
: co-demandeur
: garant

11

durée d’habitation
dans la résidence actuelle (an)

eN

12

biens

Al21

A122:
Al123:
Al124:

: immobilier

si pas A121 : placement (assurance vie ou part dans la banque)

si pas A121 et A122 : voiture ou autre, non compris dans la variable 6
inconnu

13

age (an)

eN

14

autre demande de crédits

Al4]

Al42 .
Al43:

: banque
magasins
aucun

15

situation dans la résidence actuelle

Al51

A152:
A153:

: locataire
propriétaire
occupant a titre gratuit

16

nombre de crédits dans la banque

€N

17

emploi

Al71

Al172:
Al173:

Al74

: sans emploi / non qualifié - étranger

non qualifié - non étranger

emploi qualifié / fonctionnaire

: gestion / indépendant / emploi hautement qualifié / haut fonctionnaire

nombre de personnes pouvant
rembourser le crédit

eN

téléphone

A191

A192:

: aucun
oui, enregistré au nom du client

travailleur étranger

A201

A202:

.oul
non

TABLE 1.1 — Variables du jeu de données GermanCredit.data




1.3. DESCRIPTION D’UNE VARIABLE 9

1.3.2 Résumés numériques d’une variable quantitative

Soit X, ..., X, un échantillon d’une variable aléatoire quantitative, de fonction de répartition F'.

1.3.2.1 Caractéristiques de tendance centrale

La moyenne empirique exprime la valeur moyenne de 1’échantillon :

S
=1

Attention, cette quantité est treés sensible aux valeurs extrémes.

Beaucoup moins sensible aux extrémes, la médiane M est la valeur qui partage 1I’échantillon, rangé dans 1’ordre

croissant X7 < Xy < ... < X, (ou décroissant), en deux parties égales. Si n est impair la médiane sera X n+1,
2

X:

S|

. . Xﬂ +Xﬂ+1 . 2 e ¥ M
sinon ce sera par convention ———2—. La fonction de répartition vaut 0.5 en la médiane : F'(M) = 0.5.

Lorsque les données sont entieres, on utilise parfois le mode qui est la valeur la plus fréquente.

1.3.2.2 Caractéristiques de dispersion

L étendue, ou intervalle de variation est la différence entre les deux valeurs extrémes : X, 00 — Xmin. Attention,
les variables X ,,,;,, et X4, n’ont plus la méme distribution que les variables X1, ..., X, de I’échantillon. En effet,
on montre (exercice) que leur fonction de répartition sont respectivement :

Fraz(z) = F™(x) et Foin(x)=1—(1—F(z))".

Les ler et 3eme quartiles @ et Q3 sont définis par F'(Q1) = 0.25 et F'(Q3) = 0.75. L’intervalle inter-quartile
[@Q1, Q3] contient donc 50% des données.

Bien que I’intervalle inter-quartile soit moins sensible aux valeurs extrémes que I’étendue, il n’est pas trés souvent
utilisé. On utilise plus souvent la variance empirique V2 et sa racine carré V' I’écart-type :

n

vﬂzlz}&—Xﬁzgi;ﬁ—X?
=1

n -
=1

L’écart-type a I’avantage de s’exprimer dans la méme unité que les données.
Le coefficient de variation exprime quant a lui le rapport V/X.

1.3.2.3 Caractéristiques de forme

Elles permettent de situer la distribution observée par rapport a une distribution de référence qu’est la distribution
gaussienne.
Le coefficient d’asymétrie v, (skewness) indique la symétrie de la distribution :

Y1 = % Z?:l(Xi - X)B
(vn/(n=1)V)?
I’intérét du facteur \/n/(n — 1) au dénominateur sera précisé au chapitre Il est nul pour une distribution symétrique.

Un ~; positif indique une distribution décalée vers la gauche avec une queue de distribution étendue vers la droite.
Le coefficient d’aplatissement o (kurtosis) renseigne sur la diffusion de la distribution :

o = %Z:’L:I(Xi _X)4
T (n/(n—1))?V?

Il vaut 3 pour une distribution gaussienne. Si la distribution est plus aplatie qu’une gaussienne, le coefficient d’apla-
tissement sera supérieur a 3.
Attention : certains logiciels et/ou auteurs soustraient 3 a v, pour le comparer directement a 0.



10 CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE ET STATISTIQUES DESCRIPTIVES

1.3.3 Représentation graphique d’une variable quantitative
1.3.3.1 Boite a moustaches ou box plot

Une boite a moustaches (figure|1.1) résume la série de données a 1’aide des caractéristiques suivantes :
— la médiane est le trait centré au milieu de la boite,
— la boite est formée par les ler quartile ¢; et 3¢me quartile gs,
— les moustaches sont définies par les valeurs observées les plus extrémes dans I'intervalle [¢; — 1.5(¢q3 —

q1), 93 + 1.5(gz — q1)],
— les o représentent les valeurs extrémes non contenues dans 1’intervalle précédent.

8
2 o
g :
g_
{9)_
a_

FIGURE 1.1 — Boite a moustaches illustrant la distribution des ages des clients.

Cette représentation permet également de comparer facilement la distribution de différentes variables, ou encore de
la méme variable pour différentes modalités d’une variable qualitative (figure[I.2). On remarque ainsi que parmi les
clients de la banque allemande les femmes divorcées, séparées ou mariées ainsi que les hommes mariés ou veufs
sont généralement moins 4gés que les hommes célibataires, divorcés ou séparés.

1.3.3.2 Histogramme

Un histogramme est un graphique en barres verticales accolées obtenu apres découpage en classes de 1’intervalle
de variation des données. La surface de chaque barre est proportionnelle a la fréquence de la classe. Pour des classes
de méme largeur (souvent utilisées dans les logiciels), c’est donc la hauteur de la barre qui est proportionnelle a la
fréquence de la classe. La surface de I’ensemble des barres vaut 1.

L’histogramme d’une série de données peut étre vue comme une version discontinue empirique de la courbe de
densité d’une variable aléatoire. Ainsi, sa visualisation permet d’avoir un avis sur la nature de la distribution des
données. Par exemple (figure[I.3), la variable 4ge ne semble pas suivre une loi normale.

Attention : sur un histogramme figurent en ordonnées des fréquences et non pas des effectifs, comme ont tendance
a le faire beaucoup de logiciels !
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8 8
2 A =]
3 8
o . E | o
@o ' '
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' ! ! o
| I
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| I 8
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FIGURE 1.2 — Boite a moustaches illustrant la distribution des ages des clients suivant les différents statut maritaux.

Histogram of datal, 13]

0.03
|

Density

0.02
I

0.m
1

I T T T T I
20 30 40 50 =] 70

datal, 13)

FIGURE 1.3 — Histogramme des ages des clients.



12 CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE ET STATISTIQUES DESCRIPTIVES

1.3.3.3 La fonction de répartition empirique

La fonction de répartition empirique d’une série de données est définie par :

ou N, = #{X; : X; < z,1 < i < n} estle nombre de données inférieures ou égales a x. En tant que fonction
de I’échantillon, la fonction de répartition empirique est une variable aléatoire. Voir un exemple de fonction de
répartition empirique sur la figure[T.4] calculée et représentée a I’aide de la fonction ecdf sous le logiciel R.

ecdf(x)
- JMM """
B'GB—
@ | o
p=]
G_G'
G—Q—
o
=2
(=3

o | @

o =5
—_ =g
= o
T [<d

o
=+ _| [
@ @
e
o
=3
o —
o o
.
&
(=2
o
-
f=]

FIGURE 1.4 — Fonction de répartition empirique des ages des clients.

1.3.4 Résumé numérique d’une variable qualitative

Soit X une variable aléatoire qualitative prenant ses valeurs dans 1’espace des modalités {m, ..., m,}. Plutdt
que de s’intéresser directement a I’échantillon X7, ..., X,,, on s’intéresse généralement aux fréquences d’observa-
tion de chaque modalité dans cet échantillon. Pour chaque modalité m; de la variable qualitative (1 < j < p), on
note

N]:#{XLXlzm],lﬁzgn}

le nombre d’occurrences (effectif) de la modalité m; dans I’échantillon (Zf N; = n), et F; la fréquence corres-
pondante :

N.
=2

1.3.5 Représentation graphique d’une variable qualitative

Les variables qualitatives nominales sont généralement représentées sous la forme de camemberts (pie-chart,
figure [I.3) ou diagramme en barres horizontales (figure [I.6). On utilisera des diagrammes en barres verticales
lorsque les variables sont qualitatives ordinales.
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FIGURE 1.5 — Diagrammes en cammenbert des situations maritales des clients.
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FIGURE 1.6 — Diagrammes en barres des situations maritales des clients.
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1.4 Description de plusieurs variables

Nous nous intéressons dans cette section a I’étude simultanée de deux variables, avec comme objectif de mettre
en évidence une évolution simultanée de ces deux variables.

1.4.1 Liaison entre deux variables quantitatives

Nuage de points. L’étude graphique du nuage de points représentant les deux variables X et Y d’intéréts permet
de mettre en évidence un certain lien entre les variables :

— une liaison linéaire positive ou négative,

— une liaison non linéaire,

— une absence de liaison,

— ou encore des structures de liaison plus particulieres (absence de liaison en moyenne mais pas en dispersion).
On devine sur 1’exemple bancaire (figure une liaison linéaire linéaire positive entre la durée et le montant du
crédit.

b= ° o @ o
a8
0 g o
10 o -]
e 8
o
[= 'S (s}
Q @ Bo e 2
8 o
g o 8 & 8
5 g 8
T - o o g ] o o a
5 o 0088 ‘30 8
=] [=]
QPDEOE acg o E =]
[+] o
) 8Os B8 : o i .
o | o g o3 8o o
3 -] =21 o ]
oo O s o2 o 8
2 c o o
. 0 o o o 98
[=]
& o
o
o 4
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FIGURE 1.7 — Représentations du montant du crédit en fonction de sa durée.

Coefficient de corrélation linéaire L’indice de liaison utilisé est le coefficient de corrélation linéaire, défini
par :

Vxy
VxVy

ol Vx et Vy sont les écart-types des variables X et Y, et Vxy est la covariance empirique entre X et Y, définie
par :

PXY =

n

1 _ _ 1< _
Viy = =3 (Xi —X)(¥; - YV) = - Y XY, - XY
Xy = ( ) ) -

i=1 i=1

Le coefficient de corrélation (comme la covariance) est symétrique (pxy = py x) et prend ses valeurs entre —1 et
+1.
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Attention : si les variables X et Y sont indépendantes, leur covariance est nulle et donc leur coefficient de corrélation
linéaire également. Mais la réciproque est fausse !

Coefficient de corrélation partielle 11 arrive parfois que 1’on constate une corrélation étonnante entre deux
variables. Ce phénomene arrive lorsque la corrélation est en fait due a une troisieme variable. On cite souvent
I’exemple du nombre de maladies mentales (X) corrélé positivement avec le nombre de postes de radio (Y),
corrélation purement fictive étant en fait due a une troisi¢eme variable non aléatoire, le temps (7"). Pour remédier a
ce phénomene on utilise le coefficient de corrélation partielle (ou conditionnel) de X et Y conditionnellement a
T:

PXY — PXTPYT
(1= pxr)(1 = p3p)

PXY.-T =
v

1.4.2 Liaison entre une variable quantitative et une variable qualitative

On a déja vu sur la figure comment il est possible d’illustrer la liaison entre une variable qualitative et
une variable quantitative en représentant cote a cote des boites a moustaches pour chaque modalité de la variable
qualitative.

Soit X la variable qualitative a R modalités, et Y la variable quantitative. Notons Ny, ..., Ng les effectifs de
chaque modalité au sein de I’échantillon, Yj, ..., Y5 et VE2,. .., V}% les moyennes et variances de Y pour chaque
modalité de X, et Y et V2 les moyenne et variance globales de Y.

On montre alors que la variance de Y peut se décomposer suivant la formule d’analyse de variance suivante :

R
1 - - 1
VZ= ﬁZNj(Yj—Y)Z + gZNJVJ?
j=1

————
v2:variance inter (between) ou expliquee parx  variance intra (within) ou résiduelle

Cette formule d’analyse de variance est 1’analogue empirique, dans le cas ou X est une variable aléatoire qualitative,
de la formule vue en probabilité :

V(Y) =V(E[Y|X]) + E[V(Y|X)].
On peut alors définir comme indice de liaison le rapport de corrélation :

VQ
Ry|X = Vi)g

Le carré de ce rapport est appelé coefficient de détermination, et est également utilisé par la suite pour exprimer
le degré de liaison entre deux variables quantitatives.

1.4.3 Liaisons entre deux variables qualitatives

Soient deux variables aléatoires qualitatives pouvant prendre respectivement R et C' modalités : mq,..., mp et
01,...,0c.Les données de ce type sont présentées dans un tableau dans lequel les modalités de X figurent en ligne
et celles de Y en colonne, contenant dans chaque case les effectifs conjoints /V,... Un tel tableau est appelé table de
contingence :

Les V,.. et N.. sont les marges, ou effectifs marginaux, en lignes et en colonnes.
On appelle r-eme profil-ligne I’ensemble des fréquences de la variables Y conditionnelles a la modalités m,. de
X
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[ oo [---] oc |-+ ] oc [ sommes
my Nig | -+ | Nie | -+ | Nic Ny.
n;/r ]V:rl Nrc NTC Nr~
MR Npri | -+ | Nre | -+ | Ngrc Ng.

sommes H N1 \ \ N.. \ \ N.¢ H n

TABLE 1.2 — Table de contingence

Lorsque aucune liaison n’existe entre les deux variables qualitatives, tous les profils-lignes sont égaux entre eux,
ainsi que tous les profils-colonnes. On a ainsi
N,.N..

Nye = Vi<r<R,1<c<C(C.
n

Une mesure de la liaison entre les deux variables peut étre faite en évaluant 1’écart a cette situation de non liaison,
par I’indice suivant :

R C (NTC_NT,N.C)Q

=2 NN, =n

r=1c=1 n

Le x? est toujours positif ou nul, et il est d’autant plus grand que la liaison est forte. Malheureusement cet indice
dépend des dimensions R et C ainsi que de I’effectif total n. D’autres indicateurs sont alors utilisés comme :
— le®? = XTIZ qui dépend encore de C' et de R,
— le V de Cramer
2
VCrameT' = L
inf(R,C)—1

qui est compris entre 0 et 1,
— le T de Tschuprow

@2
TTschuprow = m

qui est compris entre O et 1 et est inférieur au V' de Cramer.

1.4.3.1 Cas des variables ordinales

Lorsque les variables aléatoires sont ordinales, beaucoup d’utilisateurs des statistiques ont tendances a considérer
les variables comme si elles étaient quantitatives. Or ceci est trés abusif, et peut amener a des conclusions erronées,
notamment lorsque les modalités ne sont pas équi-réparties. Une solution plus correcte consiste a travailler sur les
rangs associés (cf. section [3.2.1.2). L’échantillon X7, ..., X, est remplacé par les rangs associés Ry, ..., Ry, ol
R; est le rang de la variable X; dans le classement par ordre croissant des variables de 1’échantillon.

On utilise alors simplement comme indice de liaison entre deux variables ordinales le coefficient de corrélation
linéaire entre leurs rangs, appelé coefficient de corrélation des rangs de Spearman.

1.4.4 Vers le cas multidimensionnel

Considérons désormais un échantillon X1, . .., X, de variables aléatoires quantitatives p-dimensionnelles (X; =
(X},...,XP) € RP). On note généralement cet échantillon sous la forme d’une matrice (ou d’un tableau) n X p :
_ J
X = (X{)ici<na<i<p-
Les covariances entre les variables sont exprimées par la matrice de variance X, de taille p x p, composées des
variances sur la diagonale et des covariances en dehors de la diagonale :

1
Y =-Y'Y
n
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ou Y est le tableau des données centrées, obtenu par Y = AX avec A la matrice n x n de terme général a;; vérifiant
Qi3 = ]Ii:j — 1/7’L.
Propriétés de la matrice de variance :
— Y est symétrique : ©f = X,
— Les valeurs propres de ¥ sont positives ou nulles. Lorsqu’il n’existe aucune relation affine presque sfire
entre les composantes du vecteur aléatoire, la matrice > est a valeurs propres strictement positives : elle est
définie positive.
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Chapitre 2

Estimation

Soit un échantillon X7, ..., X,, de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, d’espérance
4 et de variance o2.
L’estimation statistique consiste a donner une valeur approchée a une caractéristique d’une population, a partir d’un
échantillon d’observations issus de cette population. Nous nous intéressons dans un premier temps a 1’estimation de
parametres de la population (espérance, variance, proportion...). Dans un second temps, nous chercherons a décrire
de facon encore plus fine le comportement d’une population statistique en estimant la fonction de répartition et la
densité de probabilité d’une variable aléatoire quantitative.

2.1 Préambule : étude des statistiques X et 1/

Nous avons vu dans le chapitre précédent I’intérét des statistiques X et V2 pour décrire la tendance centrale et
la variabilité d’un échantillon X1, ..., X,,. Nous étudions dans cette section les propriétés de ces deux statistiques.

2.1.1 Etude de la statistique X

On montre facilement (exercice) que :
E[X]=p et V(X)=—.

Nous verrons plus tard que la premiére propriété fait de X un estimateur sans biais de I’espérance p de la population.
On peut montrer également que les coefficients d’asymétrie (skewness) et d’aplatissement (kurtosis) de X sont
respectivement

n(X) = % et p(X)=3+
oll ; et v, sont les coefficients d’asymétrie[| et d”aplatissement[’] de la loi de I’échantillon.
On remarque que :
— comme V(X) =3 0ona E[(X — )% — 0 et donc X converge en moyenne quadratique vers
I’espérance de la loi de 1’échantillon,
— 7 (X) =37 0 et v2(X) "= 3 ce qui tend 2 penser 2 la normalité asymptotique de X .
Enfin, I’application de la loi forte des grands nombres au cas d’un échantillon (i.i.d.) assure que

Yo —3
n

X%,
Remarque : 1a loi faible assure la convergence en probabilité. -
Finalement, le théoréme central-limite assure la la normalité asymptotique de X :

X—u ¢
— N(0,1)
a/vn
3

1. le coefficient d’asymétrie ou skewness est définit pour une variable aléatoire X de moyenne y et de variance o2 par y1 = w,

et est nul si la loi de X est symétrique
4
2. le coefficient d’aplatissement ou kurtosis est définit par vo = w, vaut 3 si la loi de X est normale et est supérieur a 3 si sa

densité est plus aplatie qu’une gaussienne

19
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Application 1 : sondage électoral

Considérons le sondage d’une population visant a déterminer la proportion p d’électeurs votant pour un certain
candidat C. Nous supposons (ce qui n’est généralement pas le cas dans la réalité) que les différents sondeurs agissent
indépendamment, aléatoirement et ne releve pas I’identité des personnes sondées.

Soit X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le sondé 7 déclare voter pour C et 0 sinon. Soit n le nombre de personnes
interrogées. Avec ces notations, la fréquence empirique des personnes déclarant voter pour C, définie par F' =
L5 X, n’est autre que X.

Les variables (X7, ..., X,,) constituent un échantillon de loi de Bernoulli de paramétre p. Ainsi, si n est grand, le
théoréme central limite nous permet de considérer que F' suit une loi normale de moyenne p et de variance @.
Exercice. On suppose que 1000 personnes sondées, 300 ont déclaré voter pour C.

Sachant que la probabilité pour qu’une variable aléatoire de loi normale centrée réduite appartienne a [—1.96, 1.96]
est de 0.95, donner un intervalle (de confiance) auquel la variable aléatoire X a 95% de chance d’appartenir.

Réponse : IC(p)gsy, = [0.2716,0.3284]

2.1.2 Etude de la statistique 12

On peut montrer en exercice que la statistique V2 peut s’écrire sous la forme suivante
1 n
Vi=-3 X7 - X2
n-
=1

La loi des grands nombres nous assure que

V2P 52
mais )
BV ="""252
n

La preuve de cette derniere égalité est un exercice intéressant.
Contrairement 2 la statistique X, V2 sera un estimateur biaisé de la variance de la population : il la sous-estime
légerement. La variance de V2 est :

V) = = D — (0 - 3)o.

Enfin, un théoréme limite nous assure que la statistique V2 converge en loi vers une loi normale :

V2 _n—1_2
AT i>./\f(0,1)
V(V?2)

R N . . .
A noter que lorsque n — oo, on a I’équivalence V' (V?) ~ #4—2— d’ou I’approximation suivante :

V2Z-o?2 .
—_—
Vg — ot

Propriété 2.1.1. La corrélation entre X et V? est :

N(0,1)

p(X,VQ) — 3
oy/ps — =304

Démonstration en exercice (indication : on supposera sans perte de généralité que p = 0).
Ainsi, la corrélation entre X et V2 est nulle si et seulement si 3 = 0, ce qui est le cas des distributions symétriques.
Attention, cela n’implique nécessairement pas leur indépendance.
Afin de corriger le fait que E[V?] # o2 on utilise la statistique

1 & _
52 = — > (X - X)?
=1

pour exprimer la variance de 1’échantillon. Ainsi, E[S?] = E[-2-V?] = ¢
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2.1.3 Définition des lois du \?, de Student et de Fisher-Snedecor

Définition 2.1.1. Soient Uy, ...,U, une suite de variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes.
On appelle loi du khi-deux & n degrés de liberté x> la loi de la variable aléatoire Yo U?

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi 2 sont :
ElZl=n et V(x2) =2n
Xn Xn

La densité d’une variable aléatoire de loi x2 est :

oul(a) = [ e "2 du

Définition 2.1.2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois du x> et Xf). On appelle loi de
Fisher de paramétres n et p, notée ), ;, la loi de la variable

F =

ST RIS

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi F, , sont :

2p°(n+p—2)

———————— pour tout p > 4.
n(p—22(p—4) "

E[F] = 1%2 pour tout p > 2 et V(F)=

Définition 2.1.3. Soient U une variable aléatoire normale centrée réduite et X une variable aléatoire de loi du
X2, indépendante de U. On appelle loi de Student & n degrés de liberté, notée t,, la loi de la variable aléatoire
T, = Y&

X

n

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi ¢,, sont :

E[T,]=0sin>1 et V(T,) = ”251n>2.
n

2.1.4 Cas des échantillons gaussiens

Lorsque I’échantillon (X7, ..., X,) est issu d’une loi normale, la statistique X suit alors une loi normale en
tant que combinaison linéaire de variables normales (plus besoin de théoreme asymptotique).
En partant de I’égalité X; — X = X; — u + pu — X, on peut décomposer V2 sous la forme :

d’ou, en multipliant par 7 :

n

Xi—p n X—p
S = Ly g (2
i=1 vn

En appliquant le théoreme de Cochran sur les formes quadratiques a cette décomposition, on en déduit les deux
théoremes suivants.

Théoréme 2.1.1. (X1, ..., X,,) est un échantillon gaussien —> 5 V? ~ x2_,.

Théoréme 2.1.2. X et V2 sont indépendants <= (X1, ..., X,,) est un échantillon gaussien.
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2.2 Notion d’estimateur
Nous avons étudié au paragraphe précédent les deux statistiques X et V2. Les lois des grands nombres nous

assure que les valeurs Z et v de ces statistiques pour un échantillon donné sont de bonnes estimations de la moyenne
w et la variance o2 de la population :

Xﬂ)u et V22 52

De méme la fréquence empirique f d’un événement est une bonne estimation de sa probabilité p.
Les variables aléatoires X, V2 et F sont des estimateurs de i, o2 et p.

Définition 2.2.1. On appelle estimateur d’un paramétre 6 d’une population, toute fonction

Tn:f(le,Xn)

Un estimateur est une variable aléatoire (c’est une fonction de variable aléatoire).

Il est cependant possible d’utiliser plusieurs estimateurs pour une méme quantité (pour une distribution symétrique,
la médiane est également un estimateur de ). Nous allons donc présenter dans le paragraphe suivant les différentes
qualités d’un estimateur qui nous guideront dans son choix.

2.3 Qualité d’un estimateur

La premiere qualité que 1’on attend d’un estimateur est qu’il converge vers le parametre qu’il estime, lorsque la
taille de I’échantillon tend vers I’infini.

Définition 2.3.1. Un estimateur T,, est faiblement consistant s’il converge en probabilité vers 0 quand n tend vers
Uinfini
Ve>0  P(T,—0]>¢) =30

Un estimateur T,, est fortement consistant s’il converge presque-siirement vers 0 quand n tend vers ’infini

P(lim Tn:G):l

n— oo
Une seconde qualité est 1’absence de biais d’un estimateur.
Définition 2.3.2. On appelle biais d’un estimateur la quantité E[T,] — 0
On parle alors d’estimateur sans biais, biaisé ou asymptotiquement sans biais.
Exemple. Que dire des estimateurs X, V2 et 52?

On mesure également la précision d’un estimateur 7}, par I’erreur quadratique moyenne E[(T;, — 0)?], qui se
décompose sous la forme

E[(T, — 0)%] = V(T,,) + (E[T},] — 6)*

Ainsi, de deux estimateurs sans biais, le plus performant sera celui de variance minimale. Nous chercherons donc
généralement a utiliser des estimateurs sans biais de variance minimale.

Exemple. On peut montrer que lorsque j est connue, 1’estimateur Vi = % Yo (X — )? est meilleur que S2.

Exercice. Proposer 2 estimateurs pour le parametre d’une loi de Poisson et déterminer le meilleur.
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2.4 Estimateur exhaustif

Un échantillon X7, ..., X, contient une certaine information vis-a-vis d’un parametre inconnu # de la popula-
tion. Une statistique 7}, résumant 1’information contenue dans I’échantillon, il sera trés important de ne pas perdre
d’information : ¢’est cette qualité que 1’on nomme 1’exhaustivité.

Définition 2.4.1. On appelle vraisemblance du paramétre 0 la fonction

| TT, f(2430) si les X; sont continues

L@y, an, 0) = { [T, P(X; =24;0)  siles X; sont discretes

ou f(.;0) est la densité de la variable aléatoire X, et P(X; = x;;0) est la probabilité de I’événement {X; = x;}
paramétrée par 6.

Soit 7T;, une statistique fonction de X1, ..., X, de loi g(¢, ) (densité dans le cas continu, P(T" = t) dans le cas
discret).

Définition 2.4.2. La statistique T est exhaustive pour 6 si
L(zy,...,x,,0) =g(t,0)h(z1,...,20).
En d’autre terme, elle est exhaustive si la loi de I’échantillon sachant T' = t ne dépend pas de 6

Ce qui signifie que si 7" est connue, I’échantillon n’apportera plus aucune autre information supplémentaire sur

6.

Exemple. Pour la loi normale de moyenne connue 4, la statistique 7 = Y, (X; — p)? est exhaustive pour o2.

Théoreme 2.4.1 (de Darmois). Soit X1, ..., X, un échantillon dont le domaine de définition de la loi ne dépend
pas de 0. Une condition nécessaire et suffisante pour que 1’échantillon admette une statistique exhaustive est que la
densité soit de la forme :

f(x,0) = expla(z)a(6) + b(z) + 5(6)]

Une telle densité est dite de la famille exponentielle.
Si de plus 'application z1 — Y, a(x;) est bijective et C* alors T = Y| a(X;) est une statistique exhaustive
particuliére.

Exemple. Montrer que T' = In []!"_, X; est une statistique exhaustive pour une loi Gamma de paramétre 6 inconnu,

dont la densité est
201

f(x) = T@)e

Exercice. Donner des statistiques exhaustives pour les lois de Bernoulli, exponentielle et normale (avec soit la
variance connue, soit la moyenne).

La notion d’exhaustivité renseigne sur le pouvoir d’une statistique a véhiculer I’information contenue dans
un échantillon vis-a-vis d’un parametre inconnu € que 1’on cherche a estimer. La quantité d’information sur le
parametre apportée par I’échantillon s’exprime elle par I’information de Fisher.

Définition 2.4.3. On appelle quantité d’information de Fisher I,,(0) apportée par un n-échantillon sur le parametre
0 la quantité suivante (si elle existe) :
dlnL\>
00

Théoreme 2.4.2. Si le domaine de définition de la loi de I’échantillon ne dépend pas de 0, on a :

82l’ﬂL:|

(O =E

I,(0) = —E [892
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Propriété 2.4.1. (i) Sile domaine de définition de la loi de I’échantillon ne dépend pas de 0, I,,(0) = nl;(6)

(ii) Sila loi de I’échantillon est une loi normale de variance connue, (6 = ), alors I(0) = 0—12

2
(iii) en notant It(0) = E {(mngff’e)) } Iinformation de Fisher apportée par la statistique T, avec g(t,0) la

densité de T, on a I7(0) < I,(0). On a égalité si T est exhaustive, et réciproquement si le domaine de
définition de la loi de I’échantillon est indépendant de 6.

La propriété 1 dit que chaque observation a la méme importance, ce qui n’est pas le cas lorsque le domaine de
définition dépend de 6, comme pour une loi uniforme sur [0, 6], ot la plus grande valeur de I’échantillon apporte
plus d’information que les autres sur 6.

La propriété 2 nous assure I’information apportée par une observation est d’autant plus grande que la dispersion est
petite.

2.5 Estimation sans biais de variance minimale

Nous avons vu précédemment que les deux qualités les plus importantes pour un estimateur étaient d’étre sans
biais, et de variance minimale. Il existe un certain nombre de théorémes facilitant la recherche d’un tel estimateur.

Théoreme 2.5.1 (Unicité). S’il existe un estimateur de 0 sans biais de variance minimale, il est unique presque
siirement.

Théoreme 2.5.2 (Rao-Blackwell). Soit T' un estimateur sans biais de 6 et U une statistique exhaustive pour 0.
Alors T* = E[T|U] est un estimateur sans biais de 0 au moins aussi bon que T (d’un point de vue variance).

Théoreme 2.5.3. S’il existe une statistique exhaustive U, alors I'unique estimateur T de 0 sans biais de variance
minimale ne dépend que de U.

Définition 2.5.1. Une statistique U est compleéte si E[h(U) =0] V0 = h = Op.s.

Théoreme 2.5.4 (Lehmann-Scheffé). Si T* est un estimateur sans biais de 0 dépendant d’une statistique exhaustive
complete U alors T* est 'unique estimateur sans biais de variance minimale. En particulier si ’on dispose d’un
estimateur T sans biais de 0, T* = E[T|U].

Exemple. Le nombre de bug informatique par semaine d’un logiciel donné suit une loi de Poisson de parametre
A. On cherche & évaluer la probabilité de n’avoir aucune panne pendant une semaine P(X = 0) = e~ *. Que
proposez-vous ?

Le résultat suivant nous indique une borne a laquelle ne peut étre inférieure la variance d’un estimateur.

Théoreme 2.5.5 (Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao). Si le domaine de définition de la loi de I’échantillon
ne dépend pas de 0, tout estimateur T vérifie

1
1,,(0)

V(T) >

et si T est un estimateur sans biais de h(0)
[ (6)]”
T)> —
VI =7 %)

Définition 2.5.2. Un estimateur qui atteint la borne de Cramer-Rao est dit efficace. Autrement dit, un estimateur
est efficace s’il n’est pas possible de trouver un estimateur sans biais de variance plus faible.

Théoreme 2.5.6 (efficacité). — la borne de Cramer-Rao ne peut étre atteinte que si la loi de I’échantillon est
de la famille exponentielle :

f(,0) = expla(z)a(6) + b(x) + B(0)]

— dans ce cas il n’existe qu’une seule fonction du paramétre 0 (a une transformation linéaire prés) qui puisse
étre estimée efficacement, c’est
p'(0)

"0 =)
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L’estimateur de h(0) est alors

3

1
T=— ;
n 4 a(X;)
=1
et la variance minimale est ()
T =
v(T) na’(6)

Exemple. Donner un estimateur de I’écart-type d’une loi normale de moyenne connue.

La recherche d’estimateur sans biais de variance minimale passe donc par la recherche d’estimateur exhaustif.
Or cette recherche peut ne pas aboutir, et elle est de plus assez lourde. La méthode du maximum de vraisemblance
est une méthode systématique permettant de trouver des estimateurs.

2.6 Meéthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance permet de trouver des estimateurs dans toutes les situations, méme
les plus compliquées. C’est une des méthodes d’estimation les plus utilisées.
Cette méthode consiste a recherche le parametre 6 qui maximise la fonction de vraisemblance L(z1,...,x,,0),
c’est-a-dire pour lequel la densité de 1’échantillon est la plus grande.
L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est donc une solution de 1’équation de vraisemblance

0
%ZTL.L()Cl7 [N ,Xn, 9) =0
. 2 A . “ sz 5. s A .
vérifiant %lnL(X 1y---yXn,0) < 0. Un certain nombre de propriété nous prouve I’intérét de cette estimateur.

Propriété 2.6.1. (i) S’il existe une statistique exhaustive U, alors ’EMV en dépend.
(ii) Si 0 est 'EMV, f(0) est 'EMV de f(6)
(iii) Il existe une suite 0,, de racines de I’équation de vraisemblance qui converge presque siirement vers 0. de
plus, il existe un rang a partir duquel le maximum est atteint.

(iv) 0, == N(0, )

La derniere propriété nous assure que I’EMV est asymptotiquement efficace. Il est donc important d’avoir un
échantillon important pour utiliser cet estimateur.
Lorsque le modele comporte plusieurs parametres 61, . . ., 6, il sera nécessaire de résoudre le systéme d’équation
simultanées
0

00;
Remarque 2.6.1. — L’équation de vraisemblance n’a pas nécessairement une unique racine.
— La solution de I’équation de vraisemblance n’est pas toujours calculable analytiquement. Dans ce cas, des
algorithmes de recherche de maximum (de type Newton) peuvent étre utilisés.

InL =0 Vi<i<p

2.7 Estimation par intervalles

11 est souvent plus intéressant de donner une estimation d’un parametre d’intérét sous la forme d’un intervalle,
associé a une certaine probabilité d’étre dans cet intervalle, plutdt que de donner une estimation ponctuelle de ce
parametre.

Exemple. Sondages électoraux.

Considérons un estimateur 7" de € dont on connait la loi de probabilité. On prendra bien entendu le meilleur
estimateur possible, dés lors que sa loi est connue. Connaissant la loi de 7" qui dépend de 6, pour une valeur estimée
t de 0 il est possible de déterminer un intervalle tel que :

PO € [ti(t,a), t2(t,a)]) = 1 — a.

Ainsi, la vraie valeur (inconnue) du paramétre 6 sera dans I'intervalle [t1 (¢, &), t2(¢, )] avec une probabilité 1 — cv.
On dit que [t1(t, @), t2(t, )] est un intervalle de confiance de niveau 1 — «, que ’on note 1C; _ ().
A contrario, le risque « est la probabilité pour que I’intervalle de confiance ne comprenne pas 6.
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Remarque 2.7.1. (i) Uintervalle de confiance est fonction de I’estimation t de 6,

(ii) Uintervalle de confiance est également fonction de o. Plus o est petit, plus le niveau de confiance est grand,
et donc plus Uintervalle s’élargit.

(iii) lorsque la taille de I’échantillon grandit, I’estimateur T étant convergeant la variance V (T') diminue, et
Uintervalle se rétrécit.

Soit a et b les bornes d’un intervalle de confiance IC1_, () de niveau de confiance 1 — o pour le parametre 6.
Ona:
pla<0<b)=1—aetdoncp(d <a)+pd>b)=a«a

En posant o = a1 4 o, il existe une infinité de choix possibles pour a; et ai, et donc de choix pour a et b. Nous ne
considérerons que le cas d’un intervalle bilatéral a risques symétriques, pour lesquels le risque est partagé en deux
parts égales a; = ap = 5. Néanmoins, il arrive en pratique que 1’on s’intéresse a des risque unilatéraux, mais nous
en parlerons plus en détail dans le chapitre [3|sur les tests statistiques.

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons les intervalles de confiance les plus classiques. Mais il faut garder a
I’esprit que ce ne sont pas les seuls, et que des lors que 1’on connait la loi de 1’estimateur, il est possible de donner
un intervalle de confiance.

2.7.1 Intervalle de confiance sur I’espérance
2.7.1.1 Intervalle de confiance sur I’espérance d’une loi normale avec variance connue

Soit X ~ N (u, 0?) avec o connu. Le meilleur estimateur de x est X. Comme X est de loi normale,

_ X

[od

v

T

~N(0,1).

En prenant des risques symétriques, on peut lire dans les tables les quantiles ug et u;_g de la loi normale centrée
réduite d’ordres respectifs § et 1 — 3, tels que :
P(u% STSul_%)Zl—a

ou encore
P(T <we)=p(T > u;_

)
[N)

@

=15

La notion de quantile est définie de la facon suivante :

Définition 2.7.1. pour une variable aléatoire continue X, le nombre q,, tel que
P(X < ¢a) = o,

est le quantile d’ordre o de la loi de X.

Ces quantiles sont notés de différentes facons : u,, pour la loi normale, ¢/ pour la loi de Student a n degrés de
liberté, x 7 pour la loi du X,%, etc.
La figure [2.T]illustre la définition de ces quantiles.
Comme la loi normale est symétrique, on a la propriété suivante :

ul_% = —u%. (2.1)

Ces quantiles sont donnés par les tables statistiques. Par exemple, pour o = 0.05, pour lequel on obtient ug =
—1.96.

D’apres (2.1)),
peut s’écrire

d’ol on tire
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)/\/\% E\z\\*\\
Ug % Ul_q %

FIGURE 2.1 — quantiles d’ordre 5 et 1 — § de la loi normale centrée réduite

d’ou I’intervalle de confiance : o

>

. o
IC1—a(p) = [X +ug T g I

Pour une réalisation numérique 1, ..., z,, du n-échantillon X1, ..., X,,, on obtient I’intervalle de confiance sur m au
niveau de confiance 1 — « :

9

IC)_o(p) = [+ ug ). 2.2)
qui donne pour o = 0.05 :

g g
T —1.96——,7 + 1.96——
[z 967+ 96\/ﬁ]

2.7.1.2 Intervalle de confiance sur I’espérance d’une loi normale avec variance inconnue

Si la variance o2 est inconnue, on utilise a sa place son meilleur estimateur S2.
Comme on sait que %Vz suit une loi du x? a n — 1 degrés de liberté, ”031 S? aussi.
La statistique que I’on utilise est donc

X —p
T?L—l = I
vr
En remarquant qu’elle s’écrit
X—u
N
Tho1=
ng—zl SQ
n—1

on trouve qu’elle suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté, comme rapport d’une loi normale centrée réduite
sur la racine d’un x2 divisé par son degré de liberté.
Comme précédemment, on obtient I’intervalle de confiance :

S S

IOl—a(,u) = [1_7 + tn—l,% ﬁ7i’ - tn—l,%%

ou ¢, 1 ¢ estle quantile d’ordre 5 de la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

B

2.7.1.3 Silaloi de X n’est pas une loi normale

Dans ce cas, lorsque la taille de 1’échantillon n est supérieure ou égale a 30, le théoréme central limite nous
permet d’utiliser le fait que X suit une loi normale, et donc les résultats précédents sont applicables.
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2.7.2 Intervalle de confiance sur la variance d’une loi normale
2.7.2.1 Intervalle de confiance sur la variance d’une loi normale lorsque u est connue

Comme g est connue, le meilleur estimateur de la variance est la statistique :

V2 — Z?=1(Xi - N)z.

® n

PR 2 . . N , . . 2 . z
Or, Z()ffiz“) = %Vf suit une loi du x? a n degrés de liberté en tant que somme de n carrés de loi normale centrée
réduite indépendantes.
Il est possible d’obtenir un intervalle de confiance sur o2, en fixant le niveau de confiance 1 — o dans I’inégalité :
POla<oV2<y?, J)=1—a
Xn,% = g2 K = Xn,l—% )
ou x2 acet X2 1o les quantiles d’ordre § et 1 — § de laloi du x? 4 n degrés de liberté.
L’intervalle est alors :
nVz nV?

IO _o(c%) = ,
X%,p% Xi,g

}

On obtient une estimation numérique de cet intervalle en remplagant Vi par sa valeur sur le n-échantillon de X
obtenu par expérience.
2.7.2.2 Intervalle de confiance sur la variance d’une loi normale lorsque u est inconnue
Si p est inconnue, on utilise I’estimateur de o2
n v\ 2
52 _ Zi:1(Xi B X)
n—1

La propriété qui nous assure que 2% 52 suit un loi du y2_, nous permet de construire I’intervalle de confiance :
o n—1

(n—1)8? (n—1)8?
Ilea(O'Z):[ 5 ) ’( 5 ) ]’
Xn-11-2 Xn—1,2

? 2

et donc, en remplagant S? par sa valeur s? sur le n-échantillon obtenu par expérience :

(n—1)s% (n—1)s?

’ 2
Xn—l,%

101 o(0?) = L

2
Xn—1,1-2

Remarque 2.7.2. Ces intervalles de confiance ne sont valables que pour une loi normale. Il n’est pas possible
d’étendre ces résultats au cas d’autre loi comme pour les intervalles de confiance sur la moyenne.

2.7.3 Intervalle de confiance sur une proportion

Nous supposons que la proportion p d’individus présentant un certain caractere C au sein d’une population est
inconnue. Le meilleur estimateur de p est la fréquence empirique F', que 1’on peut définir par :

n
b p Xk
n

i

ou X; est une v.a. de Bernoulli de parametre p, définie par :

X — { 1 si I’individu i possede la caractere C
;=

0 sinon.

Comme X suit une loi de Bernoulli B(p), nF = >, X; suit une loi binomiale B(n, p).
Si n est faible, on utilisera les tables de la loi binomiale (ou des abagques).
Si n est suffisamment grand, de sorte que np > 5 et n(1 — p) > 5, on peut considérer (loi des grands nombres) que



2.8. PLUS D’ESTIMATION STATISTIQUE 29

F—p

r(1—p)
n

>, X suit une loi normale N (np, np(1 — p)), d’ol F suit une loi normale NV (p, pl= p)) etdonc T =

suit une loi (0, 1).
On obtient alors, en fonction des quantiles p(u ug <T<-— ue) =1 — «, Uintervalle de confiance sur p :

2
/ 1_
IC1—o(p) F—|—Uu F—ug

Cet intervalle recouvre p avec la probabilité 1 — «, mais il est toutefois inopérant puisque ses bornes dépendent de
p. En pratique, il existe trois facons d’obtenir I’intervalle de confiance. Nous retiendrons celle qui remplace p par

son estimateur F'.
Ainsi, on obtient I’intervalle de confiance sur la proportion p en fonction de la valeur f de F' sur notre échantillon :

Icla f""_ua\) _f7f—u7v 1_

2.7.4 Récapitulatif

Intervalle de confiance d’une moyenne
IC1—a(p)

loi normale ou n > 30

2 2

o“ connue o“ inconnue
= = - S = s
[T+ u %\Lf 93_“%\%] [x‘f‘tn—l,%ﬁ;m—tn—l,%ﬁ]
Intervalle de confiance d’une variance
2
1C 11— (U )
loi normale
44 connue 1 inconnue
[ nVi nVi ] [ (n—1)s? (n—l)s2]
X?z,lfg ’ X2”’% Xi—l,l—% ’ Xi—l,%
Intervalle de confiance d’une proportion
IC1-a(p)
np>5etn(l —p) >5
1— /(1
[f—i—u% f( 1) f— f(nf)]
2.8 Plus d’estimation statistique
2.8.1 Estimation bayésienne
Le point de vue bayésien suppose que les parametres 6 de la loi des observations X7, ..., X,, sont également

des variables aléatoires.
La densité g(6) de 6 est la loi a priori de 6.
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La densité conditionnelle des observations X; sachant 6 est f(x;|0).
La vraisemblance (conditionnelle) est L(x1, . .., 2y, 0) = [ f(z:]6).
La loi conjointe des observations et du parametre (X7, ..., X,, ) est

flz1, ..., 2n,0) = L(x1,...,2,,0)g(0).

On définit également la loi a posteriori du parametre 6 connaissant les observations :

L(xlvvl'nae)g(a)
9O =, X = ) = 0)9(0)d8

2.8.1.1 Application : estimation bayésienne de la moyenne d’une loi normale de variance connue

On suppose que la loi de 1’échantillon conditionnellement a 1 est N'(u, 02), et que la loi a priori de y est
également une loi normale A (pq, 03).
Le calcul de la loi a posteriori donne une loi normale d’espérance et de variance :

o2 2+ 0'20?,
T o + 05 X
E[9|X1,,Xn]:% et ‘/v(9|)(1,7)(7/7():0_2$2
W T W T %

L’estimateur bayésien de p, qui est I’espérance a posteriori est donc une moyenne pondérée de 1’espérance a priori

et de la moyenne empirique des observations.

Introduisons le concept de précision, comme I’inverse de la variance. La précision a priori sur pest g, = % et sur la
0

moyenne empirique elle est 72 = 5. On voit alors que E[0| Xy, ..., X,] = mgfing et V(0|X11,...,Xn) =1 +12.
L’estimateur bayésien de . est donc la moyenne pondérée des deux estimations (a priori et empirique) pondérées
par leur précision. Si I'information a priori est tres précise, les observations n’auront que peu d’influence dans
I’estimateur bayésien. Au contraire si la précision a priori tend vers 0 ou si n tend vers I’infini, I’estimateur bayésien
est I’estimateur classique X

Cette application fonctionne trés bien car la loi a posteriori se calcule facilement. Mais pour des lois quel-
conques, les calculs sont généralement beaucoup plus compliqués, et la loi a posteriori doit tre estimée par des
algorithmes spécifiques.
La statistique bayésienne peut étre vu comme un raffinement de la statistique classique, mais le choix de la loi
a priori peut €tre trés problématique et reste toujours subjectif. Néanmoins, pour les problemes statistique dans
lesquels on dispose de peu de données (fiabilité de systemes tres rarement défaillant par exemple), I’incorporation
d’une information a priori (< jugement d’expert >) peut s’avérer tres intéressante.

2.8.2 [Estimation robuste : cas de la valeur centrale d’une distribution symétrique

L’estimation Z de ’espérance ;. d’une distribution symétrique est tres sensibles a des valeurs extrémes « aber-
rantes >.
Lorsque des valeurs aberrantes sont présentes (ou soupgonnées), un estimateur robuste de I’espérance peut €tre
utilisé : la moyenne tronquée d’ordre o, qui est la moyenne arithmétique obtenue en éliminant de 1’échantillon les
an plus grandes et plus petites valeurs. Une valeur généralement recommandée est o = 15%.
La médiane est le cas extréme de cet estimateur pour o = 50%, et est trés robuste.
Au lieu d’éliminer les an plus grandes valeurs, il est également possible de toutes les fixer a la plus grande valeur
conservées : c’est ce qu’on appelle la <« winzorization .

D’autres approches existent également, comme celle des M -estimateurs, qui consistent a chercher une estima-

tion p qui minimise une fonction du type
n
Z h <33z - M)
; S
i=1

ol s est une estimation robuste de la dispersion. Toute une famille d’estimateur est ainsi définie en fonction du
choix de h. Pour h(z) = —Inf(z), avec f la densité des données, on retrouve les estimateurs du maximum de
vraisemblance.
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2.9 Estimation fonctionnelle

2.9.1 Estimation de la fonction de répartition

La fonction de répartition empirique, introduite section [1.3.3.3|et définie comme la proportion des n variables
Xi,..., X, inférieures ou égales a x :

(2.3)

est un estimateur de la fonction de répartition F'(x) = p(X < t).

C’est une variable aléatoire, en tant que fonction des variables aléatoires X1, ..., X,,. A un échantillon d’obser-
vations z1, ..., Z, correspond une réalisation de cette fonction aléatoire, qui est une fonction en escalier de sauts
1/n.

Théoréme 2.9.1 (Glivenko-Cantelli). Soit F,, la fonction de répartition empirique d’un échantillon (X1, ..., X,,)
ou les X; ont pour fonction de répartition F'. Alors

— Vz eR, Fo(z) 25 F(x)

- ‘|Fn_FHoo£>0

Preuve. Le premier point est démontré en cours, le second point est admis. Pour un rappel sur les différents modes
de convergence d’une suite de variables aléatoires, se reporter a I’annexe 4.1

Le second point de ce théoréme nous assure que pour une taille assez grande d’échantillon, la fonction de
répartition théorique peut étre approximée par la fonction de répartition empirique.

2.9.2 Estimation non paramétrique de la densité

La connaissance de la densité d’une variable aléatoire donne une information trés importante. Nous avons vu
qu’un premier estimateur de la densité de probabilité pouvait étre I’histogramme (section [I.3.3.2). L’histogramme
est un graphique en batons, dont la hauteur pour une classe j est proportionnelle a la proportion de point observé
dans cette classe "—nJ (ot n; est le nombre de points dans la classe et n est le nombre de points total). Si la longueur
de I’intervalle vaut h, la hauteur est alors % %, de sorte a ce que I’air totale des batons soit égale a 1. Cet estimateur
discontinue s’améliore lorsque 1’on fait tendre vers 0 la largeur h de chaque intervalle, et que I’on fait tendre vers
I’infini le nombre de points par classe. Mais en pratique le nombre de points est fini, et cet estimateur discontinu
n’est pas le meilleur estimateur pour une fonction continue.

Nous présentons ici une méthode d’estimation fonctionnelle plus évoluée, qui permet, en 1’absence de toute hy-
potheése de modele paramétrique donné, une estimation point par point de la densité de probabilité.
On cherche une estimation fn de la densité f minimisant I’erreur quadratique moyenne intégrée :

MISE = E [/R(fn(m) ~ f(2)2de

Soit X; < ... < X, un échantillon, rangé dans I’ordre croissant, de la variable aléatoire dont on cherche a estimer
la densité. Sachant que la fonction de densité est la dérivée de la fonction de répartition, on a

fa) = }{11}% F(x—t—h)Z—hF(x—h)’

et on peut donc approcher f, pour de petite valeur de h par

Fx+h)—F(x—h) F,(x+h)—F,(x—h)

Jn(@) = 2h = o2

ol F), est la fonction de répartition empirique. En remplagant F,, par son expression (2.3), on obtient I’estimateur
par fenétre mobile de la densité

1 1 Xi—.T
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Cet estimateur se généralise a ’estimateur par la méthode du noyau de Parzen
fulw) = =Sk (12
n\T)= —
nh p h

ol K est une fonction noyau, définie de R — R™ et d’intégrale égale a 1.
1l existe différents types de noyau, parmi lesquels :

— uniforme (ci-dessus) : K (z) = 1 I[_q 1)(x),

— gaussien : K (z) = \/% exp~® /2,

— triangulaire : K (z) = (Jz] + 1)1[_q 13,

— Epanechnikov : K (z) = 3/4(1 — 2?)I[_q y).

Le choix du noyau n’est pas d’une importance capitale, au contraire du choix de la taille de la fenétre h : plus h
est petit, plus les fluctuations sont importantes, plus & est grand, plus le lissage est important. Tout 1’intérét sera
de trouver le meilleur compromis. On recommande généralement le choix de h = s,n /5 ou s,, est I’écart-type
estimé des observations.

Propriétés des estimateurs a noyau fn

— estimateur asymptotiquement sans biais : lim,, o, E[f, ()] = f(x) pour tout z € R

— V(fu(a)) = 0sih — 0et hn — oo (h tend vers 0 moins vite que 1/n)

— vitesse de convergence en n~4/% :

E(fu(x) = f(2))?] < este x n=*/5,

qui est la vitesse optimale pour les estimateurs non-paramétriques, mais qui est plus faible que la vitesse
typique des méthodes paramétriques, généralement n 1.
Logiciel : I’estimation par noyau se fait sous le logiciel R a I’aide de la fonction density.



Chapitre 3

Tests statistiques

On distingue différentes catégories de tests :

— les tests paramétriques ont pour objet de tester une certaine hypothese relative a un ou plusieurs parametres
d’une variable aléatoire de loi spécifiée (généralement supposée normale). Lorsque le test est toujours valide
pour des variables non gaussiennes, on dit que le test est robuste (a la loi).

— les tests non paramétriques qui portent généralement sur la fonction de répartition de la variable aléatoire,
sa densité...

— les tests libres (distributions free) qui ne supposent rien sur la loi de probabilité de la variable aléatoire
étudiée (et qui sont donc robuste). Ces tests sont souvent non paramétriques, mais pas toujours.

Dans ce cours, nous classons les tests en fonction de leur fonctionnalité :

— Tests sur une population :

— test sur le caractere centrale d’une population,

— test sur la variance,

— test sur une proportion,

— test de 1’aléatoire d’un échantillon,

— test d’ajustement a une loi spécifiée,

— test de liaison entre variables (quantitatives, qualitatives, mixtes)

— Tests de comparaison de deux populations

3.1 Théorie des tests paramétriques

3.1.1 Introduction : test sur I’espérance d’une loi normale de variance connue

Soit un échantillon (X1, ..., X,,) de loi N'(u, 02), avec p inconnue et 2 connue. On cherche  tester si I’espérance
1 est égale ou non a une valeur de référence pi :

Hy:p=po contre Hy:pu# ug

Sous I’hypothése Hy, la statistique suivante suit une loi A'(0, 1)

Ainsi, si Hy est vraie, la valeur de cette statistique pour 1’échantillon observé devrait appartenir a 1’intervalle
[ug,u;— o] avec la probabilité 1 — a. Ce qui revient a dire que la réalisation de X appartient a I’intervalle

o o
[0 + ug ﬁa Ho +Ui—g %]
avec une probabilité de 1 — a.

Ainsi, si I’observation Z de X n’est pas dans cet intervalle on peut décider de rejeter I'hypothése Hy. Le risque de
se tromper en rejetant H est a.

33
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3.1.2 Vocabulaire des tests

Un test est un procédé qui permet de trancher entre deux hypotheses, au vu des résultats d’un échantillon : on
teste une hypothese nulle contre une hypothese alternative. L’hypothese nulle Hy est I’hypothese que 1’on veut
contrdler. Elle est toujours de forme simple

H, 0 - 9 == 90

ou 6y est une valeur donnée du parametre. Le choix de cette hypothese est fait de maniere conservative : si on
test un médicament, on prendra H, I’hypothese ou le médicament n’a pas d’effet. C’est également souvent la plus
importante des deux hypotheses puisque c’est celle dont on contrdle le risque. L' hypothese alternative H; est quant
a elle généralement composite :

H 1 - 0 € 61

ou O, est une partie de R non nécessairement réduite a un élément. Cette hypothése se ramene souvent a un des cas
suivants : 6 < 6y, 0 > 60 (test unilatéraux) ou 6 # 6 (test bilatéral).
Suivant la justesse de la décision prise a I'issue du test, on est en présence de 4 cas de figure (tableau[3.T)).

Vérité
Décision 0 !
H, conclusion correcte erreur de deuxiéme espece
H, erreur de premiere espece conclusion correcte

TABLE 3.1 — Erreurs associés a un test

Exemple (Importance du choix des hypotheses). Considérons le test des hypotheses suivantes :

— hypothese H : le patient doit étre hospitalisé,

— hypothese alternative H; : le patient ne doit pas étre hospitalisé.
L’erreur de premicre espece consiste a ne pas hospitaliser un patient qui en avait besoin. Cette erreur est trés grave,
puisqu’elle peut conduire au déces du patient. Le risque de deuxieme espece, qui consiste a hospitaliser un patient
qui n’en avait pas besoin peut s’avérer moins grave.
Pour I’exemple du médicament, 1’erreur de premiere espéce consiste a mettre sur le marché un médicament qui n’a
pas d’effet.

3.1.3 Probabilité d’erreur et risque, puissance de test

On associe aux erreurs de premiére et deuxieéme espéces les probabilités (risques) associées (tableau [3.2). Le
niveau de confiance du test est la probabilité 1 — « de ne pas rejeter a raison Hy. Le risque de premiere espece «
est le risque de rejeter Hy a tort. Le risque de deuxieme espéce 3 est le risque de conserver Hy a tort.

Vérité
Décision 0 !
Hy niveau de confiance 1 — « | risque 3
H,y risque « 1-p

TABLE 3.2 — Risques associés a un test

En pratique il est d’usage de fixer le risque o : 5%, 1%, 10%. Ainsi, on controle le risque associé a ’erreur de
premiere espece, qui nous I’avons vu est I’erreur la plus grave. Choisir un risque « trop petit va conduire a ne rejeter
que tres rarement H(y (si on ne la rejette pas on ne risque pas de la rejeter a tort!). Au contraire, choisir un risque
trop grand va conduire a n’accepter que trés rarement .

Le risque /3 se déduit alors par le calcul, si la loi sous H; est connue. Il varie en sens contraire de «. Ainsi, en
diminuant le risque «, on augmente le risque 5. On définit alors la puissance du test par 1 — 3, qui correspond a la
probabilité de rejeter H a raison.

Le choix d’un test sera donc le résultat d’un compromis entre risque de premier espece et puissance du test.
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Une fois que 1’on a fixé raisonnablement «, il faut choisir une variable de décision, qui doit apporté le maximum
d’information sur le probleme posé, et dont la loi sera différente selon que Hy ou H; est vraie. La loi sous H doit
étre connue. On définit alors la région critique W qui est I’ensemble des valeurs de la variable de décision qui
conduisent a rejeter Hy au profit de H;. Sa forme est déterminée par la nature de H1, et sa détermination exacte est
donnée par p(W|Hy) = o. La région d’acceptation est son complémentaire V.

3.1.4 Choix optimal de la statistique de test et de la région de rejet

Le choix de la statistique de test et de la région de rejet est fait de sorte 2 maximiser la puissance du test 1 — 3
pour un risque de premicre espece « fixé.
Plagons nous dans le cadre d’un test entre hypotheses simples :

Hy:0 =0gcontre H : 6 = 6,

Neyman et Pearson (1933) ont montré que le test du rapport de vraisemblance est le test le plus puissant au
niveau de confiance a.

Théoreme 3.1.1 (Neyman et Pearson). La région critique optimale est définie par les points x = (1,...,2p)
vérifiant
L(X7 91)
W = >
B T o)

La constante ¢, qui dépend de «, est déterminée par o« = Py, (x € ).

FIGURE 3.1 —illustration de la regle de décision

Exemple. Reprenons le test d’introduction, olt (X7, ..., X,,) est de loi normale de variance o2

1 inconnue, avec cette fois une hypothese alternative simple :

connue et d’espérance

Hy:p=po contre Hy:p=p.
On suppose po < pq. La vraisemblance de I’échantillon gaussien s’écrit
L(x,p) = — e~z Tialzimn)®
(ov/2m)n
d’ou le rapport de vraisemblance

L(x, 01) RN n
Tl ) = exp Bye) - 2(p1 — po)wi — ?(H% - Hg)

L(x.,0 Lo - 2
, L&eég > cq est équivalent 2 T > log(ca) 07y

P, (x € W) =P, (T > C) = a. Larégion critique optimale du test de Neyman-Pearson est donc

Ainsi + ‘“;“0 = (, ou la constante C' est déterminée

o
W={x:Z>p+vi—a—=}

NG

et on retombe bien sur le test < intuitif >de 1’introduction.
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Dans le cas ou I’hypothese alternative est composite (6 € ©1), la puissance du test est fonction de 6 : 1 — 3(6)
est appelée la fonction puissance du test.
Un test est dit uniformément le plus puissant (UPP) si quelque soit la valeur de 6 appartenant a I’hypothése
alternative, sa puissance est supérieure a celle de tout autre test.

Exemple. On a vu précédemment pour le test Hy : u = po contre Hy : p = pyp > po que la région critique ne
dépend pas de p1, et qu’elle est donc la méme pour tout ;13 > . Le test est donc UPP pour Hy : pt = pi contre

Hy: > L.
Si cette fois p11 < p1p, on obtient encore un test UPP Hy : 1 = pg contre Hy : p < g, mais différent du précédent.
Il n’existe donc pas de test UPP pour Hy : i = pg contre Hy : u # pyo.

3.1.5 [Utilisation de la puissance de test

Dans le cas d’un test entre deux hypothéses simples avec variance o connue

Hy:p=po contre Hy:p=pg+d,
(avec § > 0), nous avons vu que la région critique avait la forme

W={x:Z > o +u1_a%}.
On peut calculer le risque de second espece :

8 = p(décider HolHy) = D(ug_o — V™.
g

La puissance du test, 1 — 3, est donc fonction de «, n et . En considérant « et n fixés, on peut représenter la courbe
de puissance du test par la Figure (3.2).

courbe de puissance

puissance
—

delta

FIGURE 3.2 — Courbe de puissance d’un test

La courbe de puissance peut donc permettre

— de choisir entre plusieurs tests en fonction de leur courbes de puissance (que I’on veut la plus forte possible,
i.e. proche de la droite d’ordonnée 1),

— pour un probléme donné, dans lequel « et 4 sont fixés, on pourra choisir le nombre de sujets nécessaire n
pour atteindre une puissance donnée a I’aide de I’équation (3.1).

3.1.6 Résumé

La démarche de construction d’un test est la suivante :
— choix de Hy et H,
— détermination de la variable de décision,
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— allure de la région critique en fonction de H1,

— calcul de la région critique en fonction de a,

— calcul de la valeur expérimentale de la variable de décision,
— conclusion : rejet ou acceptation de H.

3.1.7 p-value

En pratique, plutdt que de calculer la région critique en fonction de «, on préfere donner un seuil critique o*,
appelée p-value, qui est la plus grande valeur de o conduisant a ne pas rejeter Hy. Cette information permet au
lecteur de conclure a 1’acceptation de H( pour tout risque de premiere espece o < «a, et a son rejet pour tout
a > at.

3.2 Tests sur une population

Nous pouvons maintenant présenter les différents tests statistiques classiques, obtenus par la méthode de Neyman-
Pearson lorsque les échantillons sont gaussiens (voir de grandes tailles). Dans le cas de petits échantillons non
gaussiens, des alternatives non paramétriques seront présentées.

3.2.1 Test sur le caractere central d’une population
3.2.1.1 Cas d’un échantillon grand ou gaussien

Soit un n-échantillon (X1, ..., X,,) issu d’une population de moyenne y et de variance 2. Nous supposons que
au moins I’une des deux conditions suivantes est satisfaite :

— la population est de loi normale,

— 1’échantillon est de taille n suffisamment grande (n > 30).

Test Hy : y1 = puo contre Hy : p1 # 11 lorsque o est connue La statistique de test est

X —
=2t

g

vn

Sous Hy, cette statistique suit une loi normale centrée réduite d’apres les conditions précédentes (via le théoréeme
centrale limite si seule la seconde condition est satisfaite).

s . .. , . . < o N . .
La région critique, définie par |U| > k, se traduit par | X — pg| > —ug 5, Ol ug est le quantile de la loi normale
centrée réduite d’ordre 5.
Ainsi,

on rejette Ho si [T — po| > —ug 7.

|Z—pol
o _

Remarque 3.2.1 (Calcul de la p-value). Pour ce test, on rejette Hy des que > —ug. La p-value est la

Vr

|Z—po]

valeur critique o de « telle que “=EY = —y o, d’ott o = 20 (—@
2

™ v
la loi normale centrée réduite. Ainsi, des que I’on choisi un risque o plus grand que o, on a —uox > —ug et donc
2

. . . . . . T—
on rejette Hy. Au contraire, si le risque est plus petit, on aura cette fois % = —Uax < —ug et on conserve
2

HO ' n

) avec ® la fonction de répartition de

Remarque 3.2.2 (Tests unilatéraux). Sile test est unilatéral, Hy : 1 = g contre Hy : < po, on rejette Hy si la
vraie valeur de |1 est trop éloignée inférieurement de (1o, ce qui se traduit par T < [y + Uq ﬁ
Sile test est Hy : 1w = g contre Hy @ > po, on rejette Hy si & > g — uaﬁ
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Test Hy : = o contre Hy : p # g lorsque o2 est inconnue Ce test est généralement connu sous le nom de
test de Student.
Dans ce cas la variance o2 est estimée par son estimateur S2. La statistique de test est

qui suit une loi de Student a n — 1 degré de liberté.
La conclusion du test devient alors

on rejette Hy si |T — pio| > —tn-1,2 T

Z?gl(mi_f)Q .

ol t,_1 o est le quantile d’ordre £ de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté, et s2 = —
’2 2 n—1

Logiciel R : les tests sur la moyenne s’ effectuent a I’aide de la fonction t . test.

Logiciel SAS : proc ttest ou proc univariate.

Attention : seul des test bilatéraux sont possibles sous SAS. Dans le cas d’un test unilatéral, il conviendra donc
d’ajuster la p-value (en la divisant par deux), et de s’assurer avant de rejeter Hy que la statistique de test est bien
du bon coté de I’hypothése nulle.

3.2.1.2 Cas d’un petit échantillon non gaussien

Le caractere central de la population sera testé cette fois, non plus en travaillant sur I’espérance de la loi comme
précédemment, mais en testant la symétrie de la distribution par rapport a une valeur p d’intérét. Nous supposons,
sans perte de généralité, que pog = 0.

Les hypotheéses que nous testons sont donc :

— Hp: F(z) =1 — F(—x) la distribution est symétrique par rapport a 0

— contre H; : F(z+6) =1 — F(6 — x) la distribution est symétrique par rapport a &
ou F’ est la fonction de répartition de la variable aléatoire testée.

Les tests que nous allons présenter dans cette section seront basés sur les rangs des observations et nécessitent
quelques notions introduites dans le paragraphe suivant.

Statistique de rang

Rang et anti-rang. Soit X = (X;,...,X,,) un échantillon. Soit R; la variable aléatoire égale au rang de la va-
riable X; dans le classement dans 1’ordre croissant des variables X1, ..., X,, (on ne suppose pas d’ex-aequo).

On appelle anti-rang, D; ’indice de la la variable classée en i€me position.

Exemple : pour X = (3.2,6.4,2.1,4.5)ona R =(2,4,1,3) et D = (3,1,4,2).

Remarque : les vecteurs des rangs R et des anti-rangs D sont tous deux des permutations des n premiers entiers.
De plus, R et D sont des permutations inverses : R = D!,

La suite des rangs R = (R1,..., R,) est donc une suite de variable aléatoire identiquement distribuées mais
non indépendantes. On a pourtout 1 <¢ < n:

n+1 n?—1
E[R;] = 5 V(R;) =

Cas des ex-aequo : lorsque plusieurs variables sont ex-aequo, on leur associe généralement le rang moyen des
rangs partagés par ces variables. Par exemple, si on a 4 variables ex-aequo avec 5 autres variables plus petites et 4
plus grandes, elles partageront les rangs 6, 7, 8 et 9 et on leur associera donc le rang moyen 7.5.

Tous les test basés sur les statistiques de rangs présentés dans ce cours supposent 1’absence d’ex-aequo. Dans le cas
contraire, les tests doivent subir des modifications, qui ne seront pas abordées dans ce cours, sauf pour le test de
Wilcoxon de comparaison de deux échantillons (cf. section [3.3.2.7).

Statistique de rangs signés. On appelle rang signé R;" de la variable X; le rang de |X;| dans le classement

des | X1],...,|X,| par ordre croissant.
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Nous serons par la suite amenés a travailler avec différentes statistiques de test associées aux rangs signés, définie
par

S =

)

a(Rj_) Iy, 20
=1

ol a est une fonction de {1,2,...,n} dans R.

Définition 3.2.1. Une variable aléatoire a une distribution symétrique par rapport a g si pour tout © € R :
p(X < po+a) =p(X > po — )

Sous I’hypothese d’une distribution symétrique par rapport a 0, on a

i=1 =1

Lorsque n est grand le théoréme central limite nous permet de considérer que S est distribué suivant une loi nor-
male.
Lorsque n est petit, la statistique S a été tabulée pour différentes fonctions a.

Nous présentons ci-apres trois tests basés sur trois choix de la fonction a.

Test des rangs signés (Wilcoxon a un échantillon) Pour le test des rangs signés, il faut supprimer de 1’échantillon
les valeurs nulles. On choisit ensuite a(:) = i et la statistique de test devient

Wt =3"Rlix, >0
i=1

ou n* est le nombre de valeurs non nulles de 1’échantillon. Cette statistique admet comme espérance et variance
sous Hy :

Eg,WH=nn+1)/4 Vg, (W) =n(n+1)2n+1)/24.

A noter qu’en présence d’ex-aequo, I’espérance est identique mais la variance est différente.

. . . . . . |Wr—-E +
Si la taille d’échantillon n est suffisamment grande, on rejettera Hy si W= Bro W 7|

Viy (W) “-g
Si n est petit, on utilisera les tables statistiques dédiées a ce test (Annexe tables donne, pour un risque o
de 5% et 1%, les quantiles de la statistique de Wilcoxon d’ordre /2 et 1 — /2. Ces tables sont toujours valables
en présence d’ex-aequo.
La méme démarche sera appliquée pour les deux tests suivants.
Logiciel R : fonction wilcox.test.
Logiciel SAS : proc univariate. Attention, SAS utilise une statistique de test W™ centrée.

Test du signe Pour le test du signe, il faut supprimer de I’échantillon les valeurs nulles. On choisit ensuite a (i) = 1
et la statistique de test devient

-
+_
ST = Z ILx; >0
i=1

ou n* est le nombre de valeurs non nulles de 1’échantillon. La statistique ST, qui est le nombre de valeurs positives
dans I’échantillon, suit, sous I’hypothese H de symétrie par rapport a 0, une loi binomiale de paramétre n et 1/2.
On peut donc facilement déduire la p-value correspondant a la valeur observée sur 1’échantillon de la statistique
St. Ces p-values ont été tabulée et figurent en Annexe

En outre, I’espérance et la variance de ST sous Hy sont :

Em, (St =n/2 Vi, (S*) =n/4.



40 CHAPITRE 3. TESTS STATISTIQUES

Ce test est plus puissant que le test de Wilcoxon lorsque les queues de distributions sont tres diffuses.
Remarquons enfin que la présence d’ex-aequo ne pose aucun probleéme pour ce test.

Logiciel R : fonction SIGN. test du package BSDA.
Logiciel SAS : proc univariate. Attention, SAS utilise une statistique de test ST centrée.

Test des scores normaux En choisissant a(i) = 1 ( ) la statistique de test devient

n+1
N+*Z<I> (R /(n+1)) IIx,>0
qui admet comme espérance et variance sous Hy :

By, [SN*| = Z@ +1))/2 Vi, (SNY) zn: Yi/(n+1)))* /4.

i=1

Ce test est particulierement intéressant pour les distributions trés concentrées.
Logiciel R : test a implémenter.

3.2.2 Test sur la variance d’une population gaussienne

Soit un n-échantillon (X7, ..., X,,) issu d’une population de loi normale, de moyenne y et de variance 0. La
normalité est indispensable pour ce test sur la variance.

3.2.2.1 Test Hy : 0> = 02 contre H; : 02 # 02, moyenne /, connue

Lorsque la moyenne est connue, la statistique VM2 est la meilleure estimation de la variance (cf. exercice en TD) :

Sous I’hypothése H, comme 1’échantillon est gaussien, % V2 suit une loi du x2 (en tant que somme de carrés de
o B n

N(0,1)). Ainsi,

)

2
on rejette Hy si V/, 1 ZZ 1 (z; )2 TXn g ou si V2 *UXi,l

—a
2

ou X’I?L o et xi 1_ o sont les quantiles d’ordre % etl— % delaloide X2 an degrés de liberté. Attention, contrairement
5 1-%
2 la loi de Student et a la loi normale, la loi du x? n’est pas symétrique.

3222 Test Hy : 0 = o} contre H; : 0> # o}, moyenne /. inconnue
Lorsque la moyenne est inconnue, on la remplace par son estimateur X. La variance est alors estimée par
n

2 et la statistique du test

suit sous H une loi du x? 2 n — 1 degrés de liberté.
La conclusion du test est alors la suivante :

2 2
: Q2 1 n AV 0 42 Q2 00 4,2
onrejette Ho si S% = —5 > " (z; — ) AT Xn—1,5 OUSI S? > T X 11—
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3.2.2.3 Tests unilatéraux sur la variance

Test Hy : 02 = o2 contre Hy : 0% > o}
2
— si la moyenne p est connue, on rejette Hy si Vi > %X%,ka.

2
. . . . 2 o) 2
— si la moyenne p est inconnue, on rejette Hy si S* > 1 Xn—1,1—a-

Test Hy : 02 = o2 contre H; : 0% < 03
2
. . . 2 (o 2
— si lamoyenne y est connue, on rejette Ho si V) < 23, -

2
. . . 02 T, 2
— si la moyenne p est inconnue, on rejette Ho si 5% < 25 X751 o-

3.2.3 Test sur une proportion pour un grand échantillon

Dans la population étudiée, une proportion p des individus possédent un certain caractere C. On se propose de
comparer cette proportion p a une valeur de référence pg.
On considere un échantillon d’individus de taille n de cette population. La variable aléatoire X; égale a 1 si I’in-
dividu i possede le caractere C' suit une loi de Bernoulli B(p), et le nombre d’individus ) ;- | X; possédant ce
caractere suit une loi binomiale B(n, p).
Si n est suffisamment grand, de sorte que np > 5 et n(1 — p) > 5, on peut considérer (loi des grands nombres)
que .7 | X; suit une loi normale N (np, np(1 — p)), d’ou la fréquence empirique F = 1 3" | X; suit une loi

normale NV (p, @). Si n est trop petit, le test est construit sur la loi binomiale, et on peut utiliser les abaques.

3.23.1 Test Hy: p = pg contre Hy : p # pg

Po(1=po) )

La statistique du test est donc la fréquence empirique F' qui suit sous Hy une loi A (pg, -

on rejette Hy si |f — po| > ul,%\/@.

3.2.3.2 Tests unilatéraux sur une proportion

Test Hy : p = po contre Hy : p > pg On rejette Hy si f > —uq/ M -+ Po.
Test Hy : p = po contre H; : p < pg On rejette Hy si f < uq4/ w + po-

Exemple. Sur un échantillon de 200 individus d’une commune, 45% sont favorables a 1’implantation d’un centre
commercial. Ceci contredit-il I’hypotheése qu’un habitant sur deux y est favorable ?
On test Hy : p = 0.5 contre H; : p # 0.5 avec un risque = 0.05, d’ou ul—g = 1.96. On rejette Hy si

|f —0.5] > 1.96 %05; ~ 0.07, orici |f — 0.5] = 0.05 donc on ne rejette pas Hy, un habitant sur deux est bien

favorable a I’implantation du centre commercial.

3.2.4 Test de I’aléatoire d’un échantillon

Etant donné une suite de variables aléatoires X1, ..., X,, nous cherchons a déterminer si cette suite est un
échantillon indépendant et identiquement distribué. Nous testons pour cela

— Hy : Xq,...,X, indépendant et identiquement distribué,

— contre Hy : X; = f(i) + ¢; avec f une tendance monotone, ¢; i.i.d centrées.

3.2.4.1 Test de corrélation des rangs de Spearman

Une premicere facon de tester les hypotheses précédentes est de tester s’il existe une corrélation significative
entre les rangs Ry, ..., R, associés a I’échantillon et la suite 1, ..., n. La statistique de test est le coefficient de
corrélation des rangs de Spearman

o= S (R — R)(i —1i)
VI (R R (i)

R
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avec R=1=(n+1)/2etY (i —i)*> =n(n?—1)/12.
En remarquant que

_ 62?:1(Ri — i)Q

Rs=1 n(n? —1)

on voit que la statistique de test Rg sera égale a —1 dans le cas d’une tendance décroissante (R; =n+ 1 —7)eta
1 pour une tendance croissante (R; = 7).
On peut montrer que cette statistique admet les moments suivant :

1

n—1

E[Rs]=0  V(Rs) =

Sous I’hypothese Hy
— sin > 30, on utilise la statistique Rg+/n — 1 qui suit une N'(0, 1),

n—2
1-R%

Logiciel R : fonction cor.test avec option spearman.

— 110 < n < 30, on utilise la statistique Rg qui est approximativement distribuée selon une ~ ¢,,_o.

3.2.4.2 Test des changements de signes

Dans le cas ot I’on veut tester plus qu’une dépendance monotone (par exemple croissance puis décroissance),
on peut utiliser la statistique de test :

S:#{i:Ri>Ri+1,1§i<7’L}

qui suit une loi normale d’espérance " et de variance %51,

3.2.5 Tests d’ajustement a une loi de probabilité spécifiée

Les tests d’ajustement ont pour but de vérifier si un échantillon provient ou non d’une certaine loi de probabilité
spécifiée. Nous allons dans un premier temps présenter quelques méthodes empiriques qui permettent de s’orienter
vers une distribution, puis nous présenterons deux tests : le test du x? et le test de Kolmogorov-Smirnov.

3.2.5.1 Quelques méthodes empiriques

La forme de I’histogramme La forme de I’histogramme construit sur 1I’échantillon de données peut nous aider a
avoir une idée de la distribution de la variable aléatoire dont il est issu. Par exemple, un histogramme symétrique
nous orientera par exemple vers une loi normale, de Cauchy, de Student...

La nature du phénomeéne Suivant le phénomene étudié, il sera possible d’orienter son choix. Si on s’intéresse
a une variable de comptage, on pourra penser a une loi de Poisson, pour une durée de vie on pensera a une loi
exponentielle ou a une loi de Weibull... .

Utilisation des moments On sait que pour une loi de Poisson, la moyenne est égale a la variance. Pour une loi
exponentielle la moyenne est égale a 1’écart-type. Pour une loi normale le coefficient d’aplatissement (kurtosis) est
égal a 3 et le coefficient d’asymétrie (skewness) est nul.

3.2.5.2 Ajustement graphiques

Pour un certain nombre de lois de probabilité, une transformation fonctionnelle permet de représenter la courbe
de la fonction de répartition par une droite :

Loi exponentielle Pour X ~ £()\), onap(X > z) = exp(—Az) d’olt In(1 — F(x)) = —Az. En rangeant dans
I'ordre croissant les données x; de I’échantillon, I’estimation de la fonction de répartition qu’est la fonction de
répartition empirique s’écrit F,(x) = % = % pour z; < x < x;4;. Ainsi, les points de coordonnées
(mi; log(1 — %)) sont approximativement alignés le long d’une droite dont la pente fournit une estimation gra-
phique de .
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Loi normale Si X est une variable gaussienne de moyenne 1 et de variance o :

x—u)

P(X <) = &(—

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Pour chaque valeur z; de la variable X, on peut approcher P(X < x;) empiriquement par % (en ayant classé
I’échantillon par ordre croissant), et en déduire le quantile u; d’ordre P(X < x;) tel que ®(u;) = P(X < x;).

Si la variable est gaussienne, les points de coordonnées (z;,u;) sont alignés sur la droite d’équation u = *—£,
appelée droite de Henry. On compare donc les valeurs des quantiles de la loi empirique z; aux quantiles de la loi
normale centrée réduite u;.

Logiciel R : la fonction qgnorm permet de représenter la droite de Henry, et qqplot généralise a d’autres lois que

la loi normale.

3.2.5.3 Test d’ajustement du

Soit une variable aléatoire X discrete ou discrétisée, c’est a dire divisée en K classes de probabilités py, pa, ..., i
sous une certaine loi £(6).
Soit un échantillon de cette variable fournissant les effectifs empiriques aléatoires N1, No, ..., Ng dans chacune
de ces classes. Ces effectifs empiriques IV; sont des variables aléatoires d’espérance np;. Nous appellerons effectifs
théoriques les quantités np;.
Le test du x? a pour but de tester :

Hy : X suit la loi de probabilité £(6),

et consiste a comparer les effectifs théoriques et empiriques.
Pour cela on introduit la variable D? définie par :

et qui est asymptotiquement distribué, lorsque n — oo, comme une loi du x? & K — 1 degrés de liberté.
La variable D? pouvant étre interprétée comme une mesure de 1’écart aléatoire entre les effectifs empirique et
théorique, le test du x? consiste a rejeter H si la valeur d? de D? sur I’échantillon est trop grande :

on rejette Ho sid® > X% 11 o

Si des estimations sont nécessaires

Pour faire le test du X2, il est nécessaire de savoir quelle est la loi a tester, c’est-a-dire quelle est sa nature (normale,
Poisson...), mais aussi quels sont ses parametres. Il est donc souvent nécessaire d’estimer ces parametres.

Par exemple, pour tester une hypothése de normalité, on teste la loi NV'(Z, s2), ot T et s2 sont les estimations des
parametres de la loi. Soit [ le nombre d’estimations indépendantes effectuées.

Le nombre de degrés de liberté du x? utilisé dans le test devra alors étre K — | — 1.

Effectif minimal d’une classe

La propriété qui assure que D? suit une loi du x? suppose que chaque classe a un effectif théorique np; supérieur
a 5. Lors de la construction du test, cette propriété sera a vérifier. Souvent lorsque 1’expérience conduit la création
des classes, certaines classes “extrémes” ne vérifient pas cette propriété. On regroupera alors les classes entre elles
afin de créer des classes plus importantes qui vérifient cette propriété (en regroupant la classe extréme avec celle
qui lui est contigiie, et ainsi de suite... ).

Il ne faudra pas oublier alors d’affecter au nombre de classes K sa nouvelle valeur dans la détermination du nombre
de degrés de liberté du x2.

Logiciel R : le test du x? peut étre réalisé a I’aide de la fonction chisq. test.
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3.2.5.4 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test du X2 convient tres bien aux variables discretes, qui ne nécessitent aucune discrétisation. Par contre,
lorsque les variables sont continues, on préfere généralement utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov.
L’adéquation a une loi donnée porte cette fois sur les fonctions de répartition :

— Hp: F(xz) = Fy(z) pour tout z € R

— contre Hy : Jx € R, F(z) # Fo(x)

La statistique de test utilisée est

KS= Fy(z) - F
§ = max|F(z) — Fo(2)|
ou F,(z) = #{X; : X; < x}/n est la fonction de répartition empirique estimée 2 partir de I’échantillon

Xi,..., X,
Il existe alors des tables de cette statistique .S sur lesquelles se baser pour conduire a rejeter ou non Hy.

Logiciel R : le test de Kolmogorov-Smirnov peut étre réalisé a l’aide de la fonction ks . test.

3.2.5.5 Test de Shapiro-Wilk (normalité)

Le test de Shapiro-Wilk est le test le plus recommandé pour tester la normalité d’une série de données. Il est
particulierement puissant pour les petits effectifs.
Supposons les X; rangés par ordre croissant.La statistique du test s’écrit :

L ax) (Zﬁ[i]l an+1z‘(Xn+1i—Xi))2

i=1 %

Y X - (X)) S (X - (X)2

N

oll
— [%} est la partie entiere de %,
— a; sont des constantes fournies dans des tables spécifiques (Annexe [4.2.3)),

mtv =1
(al,...,an) = m

odtm = (my,...,my)" sontles espérances des statistiques d’ordre d’un échantillon de variables indépendantes
et identiquement distribuée suivant une loi normale, et V' est la matrice de variance-covariance de ces statis-
tiques d’ordre.
La statistique W peut donc étre interprétée comme le coefficient de détermination entre la série des quantiles
générés a partir de la loi normale et les quantiles empiriques obtenus a partir des données. Plus W est élevé, plus la
compatibilité avec la loi normale est crédible. La région critique, rejet de la normalité, s’écrit :

on rejette la normalité si W < wq n, ‘

la valeur critique w,, ,, étant lue dans les tables de Shapiro-Wilk (Annexe @ en fonction du risque de premiere
espece « et de la taille d’échantillon n.
Logiciel R : le test de Shapiro-Wilk peut étre réalisé a I’aide de la fonction shapiro.test.

3.2.6 Test d’indépendance entre deux variables aléatoires
3.2.6.1 Cas de deux variables aléatoires quantitatives

Test de corrélation linéaire Le coefficient de corrélation linéaire pxy entre deux variables continues X et Y,
introduit au chapitre[T] est défini par :
Cov(X,Y)

pxy = Var(X)Var(Y)'

Son estimateur est

B S - X)(Y-Y)
XY — — :
V(X = X2 (Vi - V)2
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La statistique suivante
Rxy

2
V- Ry
qui suit une loi de Student ¢,,_5 permet de tester la nullité du coefficient de corrélation linéaire, en rejetant 1’hy-
pothese nulle pxy = 0 si la valeur ¢ de cette statistique est trop grande ou trop petite, autrement dit si elle vérifie :

T=+vn-2

t > tn_271_% ou t < tn_27%.

11 conviendra donc de tester la nullité de ce coefficient de corrélation linéaire avant de tenter de modéliser Y en
fonction de X par une relation linéaire.

Logiciel R : fonction cor. test.

Test de corrélation des rangs de Spearman Un indicateur de corrélation entre deux variables quantitatives plus
robuste aux valeurs extrémes, est le coefficient de corrélation des rangs de Spearman, défini comme le coefficient
de corrélation linéaire entre les rangs associés aux variables testées. Ce test, déja présenté dans la section
permet également de tester la corrélation entre des variables ordinales.

3.2.6.2 Cas de deux variables aléatoires qualitatives : Test du x>

Ce test découle du test d’ajustement du 2. Soient X et Y deux variables aléatoires qualitatives pouvant prendre
respectivement k et r modalités. Les données sont présentées dans un tableau de contingence :

XY modalit€ 1 modalit¢t 2 ... modalité r | total
modalité 1 ni1 N1i9 N1y ni.
modalité 2 N2 n92 noy na.
modalité k ni1 nio N1y ni.

total n.1 n.o .y n

— n;; est le nombre d’individus ayant la modalit€ 7 de X et la modalité j de Y,

— n; = Z;=1 n;; est le nombre total d’individus ayant la modalité ¢ de X,

—ng = Zle n;; est le nombre total d’individus ayant la modalité j de Y,

— n= Zle Z;:1 n;; est le nombre d’individus total.
Le test consiste a tester H : < les deux variables sont indépendantes >.
Si Hy est vrai, cela a un sens de considérer les probabilités p{( e pf d’avoir les modalités 1, . . ., k de la variable
X et les probabilités pY, ..., pY d’avoir les modalités 1, ..., r de la variable Y.
Le test consiste, comme pour le test d’ajustement, a comparer les effectifs empiriques n;; aux effectifs théoriques
P p}/ que 1’on devrait observer si X et Y étaient indépendantes. Les pX et p}/ étant inconnues, on les estime par
ﬁzx = et p; = %
On construit alors la mesure d’écart suivante :

k r N5 \2
d2 _ (nij B n )
- M. MN.j
i=1 j=1 n

qui est la réalisation d’une statistique dont la loi peut étre approximée par une loi de x2 a (k — 1)(r — 1) degrés de
liberté, lorsque les effectifs sont de tailles suffisantes (% > 5 pour tout %, j).
Le test consiste donc & rejeter Hy si d? est trop grand, comme pour un test d’ajustement du x2.

2
ng;

Remarque : la statistique peut s’écrire également d> = n (Zle 25:1 — 1), formule qui peut faciliter

ni.n.j

les calculs. Attention : le terme —1 est en dehors de la somme.
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3.2.6.3 Cas de deux variables aléatoires binaires et de petits échantillons : Test exact de Fisher

Dans le cas d’échantillons de petites tailles (effectifs théoriques inférieurs a 5 par croisement de variables), une
alternative consiste a utiliser le test exact de Fisher.
Lorsque les variables sont binaires, sous I’hypothese Hy d’indépendance de X et Y, la probabilité d’observer
I’effectif n1; est donnée :

nilng!nglna! crion

P(N11 = nii|ni,na,n1,n2) = =
( | B coe ) n!n11!n21!n21!n22! Cﬁl

On reconnait une variable aléatoire de loi hypergéométrique (tirage de n individus parmi n dont ). Le test peut donc
étre construit de facon exacte en utilisant cette loi.

Ce test est généralisable a plus de deux modalités par variable.

Logiciel R : fonction fisher. test.

3.2.6.4 Cas d’une variable qualitative et d’une variable quantitative : ANOVA a 1 facteur

Soient X une variable quantitative que 1I’on observe pour différentes modalités (niveaux) d’une variable quali-
tative A (facteur). On dispose de K échantillons indépendants de X de tailles n; a ng correspondant chacun a un
niveau différent du facteur A :

— X{,X2,..., X" correspondant au niveau A; du facteur A,
— X3,X3,..., X3 correspondant au niveau A, du facteur A,
— X}, X%, ..., X3 correspondant au niveau Ax du facteur A.

On suppose que le facteur A influe uniquement sur la moyenne des échantillons et non sur leur dispersion. Ainsi,
chaque échantillon est supposé suivre une loi normale N (py, 02).
Le probléme est donc de tester

Hy:pp=...=ug=un contre Hy : 31 <4,j < K t.q. p; # pj.

Pour cela on appelle X la moyenne empirique de 1’échantillon k et X la moyenne empirique globale :

Xp=—)) Xi et X=-— X

oin =31 n.
En remarquant que X; — X = X} — X}, + X — X, on montre facilement la formule d’analyse de variance :

1 K ng ] B 1 K B B 1 K ng ) B
EZZ(XIQ ~-X)?= Eznk(Xk —X)Z‘i‘EZZ(XJZ - X3)?
k=1 i=1 k=1 k=1 i=1
Vi Vi Vi

qui représente la décomposition de la variance totale V. en la variance V3 due au facteur A (variance inter-
groupe) plus la variance résiduelle V32 (ou variance intra-groupe).

Remarque 3.2.3. Cette formule est I’équivalente empirique de la formule vue en cours de probabilité :
V(X) = E[V(X[A)] + V(E[X]A]).

2 _ 1y K 2012 — L N (yi . %,)2 ny2 _ K Vg
En remarquant que Vi = >0 n VP ou V7 = == 3 7% (X} — X)®, onmontre que Vi =37~

suit une loi du x2 a n — K degrés de liberté, car chaque ™

2
;‘;’“ suit une loi du x? a ny — 1 degrés de liberté.

A . v: o . . N . . . . ,
De méme, sous H cette fois, "UZT suit une loi du X2 an — 1 degrés de liberté (car VT2 est la variance d’un n-

2
échantillon de loi NV (p, 02))7et % suit une loi du x% 2 K — 1 degrés de liberté (car V3 peut étre vue comme la
variance du K-échantillon (X1, ..., Xk)).
L équation de I’analyse de variance revient alors a x2_; = x%_; + X2_ . ce qui permet en outre de conclure via
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le théoréme de Cochran que V3 et V3 sont indépendantes.
La statistique du test est donc
Vi
_ K-1
F= vz
n—K

qui suit sous H une loi de Fisher-Snedecor F'rr_1 5, i, et onrejette I’hypothése Hy si la statistique I est supérieure
au quantile de laloi Fx_1 ,,— g d’ordre 1 — av.

Logiciel R : fonction aov.

Test de I’homogénéité des variances : test de Levene. En plus de la normalité des échantillons, dont on peut
se passer si les échantillons sont de tailles suffisantes, nous avons supposé que les variances étaient homogenes
(0‘1 = ... :O‘K).

Le test de Levene permet de tester cette hypothese. La statistique de ce test est la suivante :

n—K ZkK:1(Zk _Z)2
K ng i =~ ’
K—1 Zk:l Zi:kl(zk — Zk)?

ou
1 Nk 1 K N
Zi=\Xp - Xel, Zo=—> 7 e Z==> > 7.
(L D=
Sous I’hypothese Hy : 01 = ... = ok, cette statistique suit une loi de Fisher-Snedecor Fx_1 ,,— k. Nous rejetons

donc I’hypothese Hj, si la statistique L est supérieure au quantile de la loi Fx_; ,—x d’ordre 1 — a.

Logiciel R : fonction 1evene. test du package lawstat.

Comparaison des moyennes deux a deux

Rejeter Hy permet de dire que toutes les moyennes ne sont pas égales. Il peut cependant étre intéressant de tester
I’égalité des moyennes deux a deux.

Pour cela, on effectue un test de comparaison multiple des moyennes (pour 1 < k, k' < K) :

Ho @ pe = pu

Un résultat dfi a Scheffé montre que

_ _ 1 1
p (15~ o= G = )] = S/ (K~ D[ + o0 ) =10
ni N

ol fx_1n—K,1—a estle quantile de la loi de Fisher de parametres K — 1 etn — K d’ordre 1 — a.
On rejette donc I’hypothese d’égalité des moyennes puy et py si

1 1
+

IXk: - Xk’| > SR\/(K - l)fK—l,n—K,l—a - .
ng N

Remarque. Attention, [‘égalité des moyennes n’est pas transitive.

3.3 Tests de comparaison de deux populations indépendantes

L’objectif de cette section est de dire si deux échantillons indépendants sont issus d’une méme population ou
non. Voici quelques exemples d’application :

— les rendements journaliers de deux usines d’un méme groupe sont-ils semblables ?

— les ventes par semaine de deux actions sont-elles similaires ?
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On formule le probleme de la fagon suivante : on observe deux échantillons (X1 1, ..., X1.n,) et (X21, ..., X2,ny)s
indépendants et de fonctions de répartition Fy(x) et Fa(x). Le test exact revient 2 tester 1’égalité de ces fonctions
de répartitions :

Hy: Fl(x) = FQ($) contre Hy : Fl(.lf) 7& FQ(%‘)

Nous verrons dans un premier temps des tests paramétriques qui, sous 1’hypotheése de normalité des échantillons
(ou de grandes tailles), consistent a tester 1’égalité des variances et des espérances des deux populations. Dans un
second temps, lorsque les échantillons sont de petites tailles nous présenterons des alternatives non paramétriques.

3.3.1 Cas de deux échantillons gaussiens ou de grandes tailles

Supposons dans un premier temps que les deux échantillons sont gaussiens.
Si les variances sont connues, ce qui n’arrive que rarement en pratique, la statistique de test utilisée pour tester

Hoy : w1 = po contre Hy : ug 5 repose sur la différence entre les estimateurs des moyennes des deux
0
échantillons :
X1 — Xo — (1 — p2)
T= 2 2 ’
o1 93
ni + na
qui suit, sous Hy, une loi normale centrée réduite.
Ainsi, on rejettera Hy si
- of o3
|T1 — Z2| > —ugy[— + —=.
n N2

Dans le cas le plus courant, les variances sont inconnues. On doit alors tester dans un premier temps si elles sont
égales ou non (test de Fisher) avant de pouvoir effectuer le test de comparaison des moyennes (test de Student).

3.3.1.1 Test de comparaison des variances de Fisher

Nous testons

Hy: 02 = 02 contre Hy : 07 # 0.

D’apres les résultats de la théorie de 1’échantillonnage :

2 2
nlvl 2 nQ‘/Q 2
2 ~ Xn1—1 et 2 ~ Xng—l'
01 02

Ainsi, sous I'hypothése Hy que 07 = 03, la statistique du test F' suivante suit une loi de Fisher F},, 1 ,,, 1 :

711V2
nhog
e B §
F=720r= 5 3.1
nzfl

Cette variable de décision s’interpréte comme le rapport des estimateurs de o2 et o3. Elle doit donc ne pas étre trop
différentes de 1 si Hy est vérifiée. En pratique on met toujours au numérateur la plus grande des deux quantités, ou
autrement dit on suppose que S? > S7 (sinon on permute les indices).

La région de rejet sera donc de la forme F' > k avec k plus grand que 1 :

ny V{7

. e
on rejette Hy si Z;V; > fri—1ms—1,1—as

ng—1

ol fn,—1,n,—1,1—« est le quantile de la loi de Fisher-Snedecor F,,, _; ,,,—1 d’ordre 1 — .
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3.3.1.2 Test de comparaison des moyennes de Student avec variances égales

Nous testons
Hy : pi1 = po contre Hy @ 1 # pa,

en supposant les variances égales 07 = o3 = o>.

Onapouri=1,2:
nl_v;2 9 _ 0_2

AinSi, la StatiStique
X — X
T 1 2 ’

mVPtnoVP (1 1
ni+ngz—2 ni n2

suit sous H( une loi de Student a ny + ny — 2 degrés de liberté. D’ou la conclusion :

2 2
on rejette Hy si |Z1 — Ta| > —tn1+n22,g\/w ( Ly L)

ni+ng—2 nil no

Remarque 3.3.1 (Tests unilatéraux de comparaison de moyennes). Le test unilatéral Hy : p1 = po contre Hy :

ni Uf +n21)§ 1 1
ni+ng—2 ni no

w1 < po, conduit au rejet de Hy si 31 — o < tn1+n2—2,a\/

3.3.1.3 Test de comparaison des moyennes avec variances différentes

Lorsque les échantillons sont de grandes tailles (> 30), le test de Student reste encore approximativement
valable.
Pour de petits échantillons gaussiens, 1’approximation d’ Aspin-Welch consiste a utiliser le test de Student avec un
degré de liberté non plus égal a n; + no — 2 mais égal a I’entier le plus proche de :

’1)12
L oleg=—m=1
_c + M
’I’Llfl lefl n1—1 112—1

n =
2 2
vy v3

3.3.1.4 Echantillons non gaussiens

. . . s .. 2 . .
Théoriquement, le test de la variance de Fisher n’est plus valable car la statistique ”U‘g ne suit plus une loi

du 2. Néanmoins, le test de comparaison de moyennes de Student étant relativement robuste & un changement
dans la loi des échantillons, il est possible de 1’utiliser pour comparer les moyennes des deux échantillons, que les
variances soit égales ou non, si les tailles d’échantillons sont suffisamment grandes (au minimum 30 observations
par échantillon).

3.3.2 Echantillons de petites tailles

Lorsque les échantillons ne sont pas suffisamment grands pour permettre une utilisation du test de Student, on
utilise des alternatives non paramétriques, qui ont pour but de tester :

Hy : Fi(z) = Fy(x) contre Hy : Fy(z) # Fa(x)

ol Fy(z) et Fy(z) sont les fonctions de répartition de deux échantillons (X7 1,...,X1n,) €t (X21,..., Xon,)-
Dans cette section nous concaténons les deux échantillons en un seul (X1,..., X, X5 41, -+, Xny4ny ), €t NOUS
allons travailler avec les rangs (R, ..., Ry, 1n,) associés a cet échantillon global.

Les statistiques de test utilisées seront de la forme
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ol a est une fonction de {1,...,n; + no} dans R. A noter que seuls les rangs du premier échantillon sont utilisés
dans la statistique S puisque la somme s’arréte a n;.

Lorsque les tailles d’échantillons n; et ny sont petites (< 30), il existe des tables suivant la fonction a choisie
(Wilcoxon, médiane, scores normaux). Lorsque les tailles sont plus grandes (cas dans lequel les tests paramétriques
sont également utilisables), la statistique S est approximativement distribuée suivant une loi normale.

Les moments de S sont :

ni+nz ni+nz

Sj=—2 3" a(i)  V(S)= dae 72 (al) —a)?

nyTrnz “— ny +—n2){nNy —nz — —
+ =1 ( + )( + 1 =1

- + .
oua= m}rnz S a(i)

3.3.2.1 Test de Wilcoxon

On supposera ici que n1 < ns. En choisissant a(i) = i la statistique de test devient
ni
W=> R
i=1

et correspond a la somme des rangs du premier échantillon (le plus petit en nombre d’observations).

nl(nl —+ no + ].)
B, W] = 2 1)
nina(ny +ng + 1)

VHO (W) = 12

La loi de cette statistique a été tabulée pour de petites tailles d’échantillons (moins de 10), et la table en Annexe
[4.2.4) donne les bornes critiques de W pour des risques de premiére espece de 5% et 1%.
Pour de plus grandes tailles d’échantillons, la loi de W peut étre approchée par une loi normale.

Cas des ex-aequo Nous avons vu section [3.2.1.2]qu’en présence d’ex-aequo nous remplacions les rangs des ex-
aequo par le rang moyen des rangs qu’ils devraient occuper. Si les tailles d’échantillons sont inférieures a 10, les
tables sont toujours utilisables. Pour de plus grandes tailles, I’approximation gaussienne est toujours valable mais
la variance de W n’est plus identique a celle donnée précédemment.

Soit e le nombre de valeurs distinctes dans ’échantillon (X1, ..., X, 4n, ), et soit Vi, ..., V; ces valeurs distinctes.
Soit D; le nombre d’apparitions de la valeur V; dans I’échantillon (1 < j < e). La statistique ¥ a alors pour
variance :

ming 325, (D} — Dj)

Vi, (W*) = V(W) — 12(n1 +n2)(ny +ng + 1)

Logiciel R : fonction wilcox. test.

3.3.2.2 Test U de Mann-Whitney

Le test U de Mann-Whitney est basé sur la statistique U égale au nombre de paires (X;, X;) avec X; dans le
premier échantillon (1 <7 < nq) et X; dans le second (nq + 1 < j < np) telle que X; > X;.

Ce test est identique au test de Wilcoxon puisque U = W — %

3.3.2.3 Test de la médiane
En choisissant a(i) = ¢, 4n,+1)/2,400] (1), OU (n14+n2+41) /2 est le rang moyen des observations, la statistique

de test est

M =" W, 4npt1)/2,400] (Ri)

i=1
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et correspond au nombre d’éléments du premier échantillon supérieur a la médiane de I’échantillon total. La loi de
M correspond a une loi hypergéométrique (on tire n; individus parmi n; + no avec sous Hy probabilité 1/2 d’étre
supérieur a la médiane de 1’échantillon total).

Ce test est performant uniquement lorsque les distributions des deux échantillons sont tres diffuses.

Logiciel R : test a implémenter

3.3.2.4 Test des scores normaux

En choisissant a(i) = &1 ( ) la statistique de test devient

P S
ni+nz+1
ni
SN => &' (R;/(n1 +nz+1)).
i=1
Logiciel R : test a implémenter

3.3.2.5 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test est le méme que dans le cas de I’adéquation d’une distribution empirique a une distribution théorique,
en remplacant la fonction de répartition théorique par la version empirique du second échantillon :

_ MM B (o) - B2
Ks_m max |Fy, (z) — Fy, (2))]

ou F‘% et Fﬁ sont les fonctions de répartitions empiriques des deux échantillons.

3.3.3 Cas de deux échantillons dépendants

Lorsque les deux échantillons ne sont pas indépendants, et qu’il s’agit par exemple d’une mesure sur les méme
individus statistiques dans deux conditions différentes (avant et apres la prise un médicament par exemple), la
solution est alors de travailler sur la différence des deux échantillons, que 1’on comparera a la valeur centrale 0.

3.3.4 Tests de comparaison de deux proportions, pour de grands échantillons

Deux populations possédent des individus ayant un certain caractére, en proportion p; et pa. L’objet du présent
test est de tester :

Hy: p1 = py =pcontre Hy : p1 # po

On reléve dans deux échantillons de tailles n; et nq les proportions f; et fo d’individus ayant ce caractere. Les
tailles sont supposées suffisamment grandes (n;p; > 5 et n;(1 —p;) > 5 pouri = 1,2).
Ainsi les lois des fréquences empiriques Fj et F; peuvent étre approximées par des lois normales, d’ou la statistique

du test
Fi — F,

JPa-pE+ L)

qui suit une loi normale centrée réduite sous Hy.
Si p est inconnue on la remplace par son estimation

U:

P J1+n2fo
ny +ng
ou f; et f5 sont les estimations de p; et ps.
La région critique sera alors déterminée par |U| > uj—g = —ug,d’ou

on rejette Ho si |f1 — fof > u1—a \/p(1 _ﬁ)(n% T %)
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3.4 Tests de comparaison de /X populations

Soit X une variable aléatoire quantitative, que 1’on a observée pour K populations (ou de fagon équivalente
dans K conditions différentes). On dispose des K échantillons suivants :

— population Py : X11,..., Xn1,

— population Py : X9, ..., X, 0,

— population Pg : X1k, ..., Xni K.

On note n = Z,If:l ny, est le nombre total d’observations.

Le test que I’on cherche a définir est le suivant :
— Hj : les K populations P, sont identiquement distribuées,
— H, : 34, j telle que les populations P; et P; soient différentes.

L’hypothese primordiale définissant le type de tests a effectuer est I’indépendance des populations entre elles. Nous
présentons ci-apres des tests paramétriques et non paramétriques dans le cas de populations indépendantes, puis
nous examinerons le cas d’une dépendance particuliere, celle des mesures répétées.

3.4.1 Tests de comparaison de K populations indépendantes

Exemple. On cherche a tester ’effet de K traitements médicamenteux, et pour cela on donne ces traitements a K
groupes différents d’individus. Les K populations correspondent aux K groupes d’individus ayant regu respecti-
vement un des K traitements possibles. X1, ..., Xy, sont les mesures de la réponse au traitement pour les 7,
individus ayant regus le traitement k.

3.4.1.1 Echantillons gaussiens ou de grandes tailles : ANOVA 1 facteur

Sous I’hypothese que les populations sont de variances identiques (homoscedasticité), nous sommes en présence
d’un probleme d’analyse de variance (ANOVA) a un facteur (ici le facteur population), qui a déja été présenté dans

la section[3.2.6.4

3.4.1.2 Echantillons de petites tailles : test de Kruskal-Wallis

La version non-paramétrique de I’ANOVA a un facteur est le test de Kruskal-Wallis, basés sur les rangs.
Soit R;j le rang de la variable X dans le classement dans 1’ordre croissant de toutes les observations des K
échantillons (supposé sans ex-aequo).
Soit R, = rle Z;li 1 Rji le rang moyen dans I’échantillon de la population P.
Sous I’hypothese H d’égalité des fonctions de répartitions F}, de chaque population

H()ZFl:...:FK,

n+1
2 -

le rang moyen R j, de chaque population doit étre proche de E[R ;)| =
La statistique du test de Kruskal-Wallis est

K 2
12 n+1
KW = ey o (=)

k=1

qui suit sous Hy, lorsque les tailles n;, des échantillons tendent vers 1’infini, approximativement une loi du x2 a
K — 1 degrés de liberté. Cette approximation est valable lorsque K > 3 et min(nq,...,ng) > 5, et des tables
existent lorsque ce n’est pas le cas.

Remarque. On retrouve le test de Wilcoxon lorsque K = 2.

En présence d’ex-aequo, les rangs seront remplacés par les rangs moyens et les lois de la statistique KW
données ci-dessus restent approximativement valable.
Logiciel R : fonction kruskal.test
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3.4.2 Tests de comparaison de K populations dépendantes (cas des mesures répétées)

Supposons maintenant que les K populations consistent en les mesures des mémes individus statistiques dans K
conditions différentes. On est alors dans une problématique de mesures répétées puisque les mesures sont répétées
sur les méme individus. De fait, on perd I’'indépendance entre les populations puisqu’en particulier X1,..., X,k
sont liées en tant que mesures d’un méme individu. A noter que comme on suppose que ce sont les mémes individus
qui sont mesurés, le nombre ny, est constant (ng = n).

Exemple. On mesure le taux de diabete de n patients a K différents instants apres 1’ingestion d’un médicament.

3.4.2.1 Echantillons gaussiens ou de grandes tailles : ANOVA 2 facteurs

Dans le cas d’échantillons gaussiens ou de grandes tailles, une solution classique est de réaliser un analyse de va-
riance a 2 facteurs : 1 facteur pour la population/condition/traitement, comme précédemment, et un facteur individu.

Nous présentons ci-apres I’ANOVA a 2 facteurs génériques A et B, dans le cas 1égeérement plus général d’un
plan équilibré ou équirépété, c’est-a-dire ou le nombre de mesures pour chaque croisement des facteurs des deux
niveaux est constant égal a r (et non plus égal a 1 comme précédemment).

L’objectif de I’analyse de variance a deux facteurs consiste a étudier les liens éventuels entre une variable
continue X et deux facteurs A et B a J et K niveaux.
On note :

— X1, la variable X observée pour les j-éme et k-¢me valeurs respectives des facteurs A et B,

— X, la variable aléatoire correspondant a la i-eme observation de X,

— N le nombre d’observations X,

K J J K
— M= D Mk Mk = Dy Mk €U = D00 D iy M

On suppose que pour chaque croisement des modalités de A et B, les observations X, sont indépendantes et
identiquement distribuées selon une A (u; i, 0%). Les échantillons correspondant a des modalités différentes sont
eux aussi supposés indépendants les uns des autres. Nous supposons enfin que les ;. sont constants (1 = 7 plan
équilibré ou équirépété).

Dans le modele le plus général pour la moyenne 1,5, on suppose qu’elle peut s’écrire comme une somme d’un
terme constant et de termes dépendants du facteur A, du facteur B et de I’interaction entre les facteurs A et B :

Hik = k1 + g + Bk + Yk, (3.2)

. e g _ _ o L
avec les contraintes d’unicité Zj o =>4 Be =2 Vik = 2 Vik = 0.
On considere les moyennes suivantes :

ik B 1 J B B 1 K B 1 J K njk
ZXM, Xow = > Xk Xj= ™ D Xk et Xo=— % > Xk
Jj=1 k=1 j=1k=11:=1
ainsi que les sommes des carrés suivantes :
J K J K
SST=3 "33 (Xig—X.)%  SSA=) n;(X,; -X.)%  SSB=> np(X.,-X_)>
j=1k=11i=1 j=1 k=1
B B J K njk
SSAB = Zznjk jk—X . —X._k-l-X“_)z, et SSR = ZZZ ijk — ]k) ,
j=1k=1 j=1k=11=1

ou SST est la somme des carrés totale, SSA est la somme des carrés relatifs au facteur A, S.SB est la somme des
carrés relatifs au facteur B, SSAB est la somme des carrés relatifs a 1’interaction entre les facteurs A et B et SSR

est la somme des carrés résiduels.
an

J K
En remarquant que que I’on peut écrire SST = Z Z Z ik — nX?, on obtient ’équation d’analyse de la

j=1k=11=1
variance a deux facteurs :

SST = SSA+SSB+ SSAB+ SSR
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Comme en analyse de variance  un facteur, sous I’hypothése Hy : o; = 0, les quantités SSA et SSR suivent a o
pres des lois du x? indépendantes a .J — 1 et n — JK degrés de liberté. La statistique suivante est donc de loi de
Fisher de parametres J — letn — JK :

P _ SSA/J 1)
A7 8SR/(n— JK)

De méme, sous les hypothéses respectives Hy : 3, = 0 et Hy : ;5 = 0, les statistiques

 SSBJ(K 1) -
Fo = gorim—ur) © 8=

SSAB/(K —1)(J — 1)
SSR/(n— JK)

suivent des lois de Fisher de parameétres K’ — 1 etn — JK pour Fip, (K — 1)(J —1) etn — JK pour Fup.
Ainsi, on peut donc tester I’existence des effets principaux des deux facteurs et de leur interaction en comparant ces
statistiques aux quantiles de la loi de Fisher : si les valeurs observées de ces statistiques sont supérieures au quantile
de la loi de Fisher d’ordre 1 — o on conclura a un effet significatif.

On présente usuellement 1’analyse de variance sous la forme du tableau suivant

Facteur Somme degrés de carré F
des carrés liberté moyen
SSAJ(J—1
SSB/(K—1
Interaction AB | SSAB | (J = 1)(K — 1) | SSAB/(K — 1)(J — 1) | Fap = Z520000
Résidu SSR n—JK SSR/(n — JK)
Total SST n—1

Estimation des effets Sous les hypothéses de contraintes » 5, o = >, 85 = > 1 vk = 2%k = 0, les
parametres o, ) et v de la décomposition (3.2)) de j1;, peuvent étre estimés par les relations suivantes :

;=T —T., By =T r—2Z. e Yjr=2Tjx—Tj —T p+T.

3.4.2.2 Echantillons de petites tailles

Nous revenons au cas dans lequel on dispose des K échantillons :

— Xi1,...,Xp1 : mesure des n individus dans la conditions 1,
— X9, ..., Xy : mesure des n individus dans la conditions 2,
— Xik,...,Xpk : mesure des n individus dans la conditions K,
Puisque les observations X1, ..., X,k sont les mesures d’un méme individu, elles sont dépendantes entre elles.

On ne peut donc comparer ces valeurs avec les valeurs des mesures des autres individus.

Nous nous intéressons donc aux rangs intra-individu R;; des variables X, dans le classement dans I’ordre
croissant de X1, ..., Xk, qui correspond aux mesures de I’individu j pour chaque condition (supposé sans ex-
aequo).

Exemple. Revenons a ’exemple dans lequel X, est la mesure du diabete de I’individu j au temps k. Comme
Xj1,..., X K sont les mesures du diabéte d’'une méme personne a différents instants, ces mesures peuvent par
exemple étre toute extrémement élevées en comparaison des autres valeurs, uniquement parce que la personne
est la seule diabétique de 1’étude. Afin de prendre en compte cet effet individu, nous nous intéressons aux rangs
intra-individu des mesures X1, ..., X k.

Test de Friedman On teste ’hypothese H d’égalité des fonctions de répartitions Fj, de chaque population

H()ZFl:...:FK.
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Soit Ry =+ 2?21 R}, le rang moyen de la condition/population k. Sous I’hypothese Hy, on doit avoir E[R ;] =
(K +1)/2.
La statistique de Friedman est alors

K

K 2
12n K+1\* 12 )
F *m;ﬂj (R.k 5 > = GR(E+1) ;R-k Sn(K +1)

qui suit asymptotiquement sous Hy une loi du x? a2 K — 1 degrés de liberté. Puisqu’on s’intéresse généralement
a des échantillons de petites tailles, la distribution asymptotique de F' n’est rarement utilisable et on se référera
généralement a la table statistique tabulant ses valeurs (Annexe {4.2.6)).

En présence d’ex-aequo, il faut corriger la statistique F’ en la divisant par

25:1(6’ — ti)

C=1- n(K3 — K)

ol s est le nombre de séries de valeurs ex-aequo et ¢; le nombre d’éléments de la i€me série d’ex-aequo.
Logiciel R : fonction friedman.test

Test de Quade Le test de Friedman peut étre amélioré en prenant en compte les différences de valeurs X5 pour
un méme individu. Pour cela, on introduit I’étendue E; = maxy(X;,) — ming(X;x) qui est la différence entre la
valeur maximale et la valeur minimale pour un individu.
Soit S} le rang de I’étendue E; dans le classement des étendues intra-individu £y, . . ., E, (rang moyen en présence
d’ex-aequo).
On remplace chaque observation X j;, par
K+1

Qs = 5j(Rjp — —5—)
et soit Q = Y7 Qi
Les statistiql.les. T = Z?.:l ZkKZl Q?k et B = .Zszl Q% peuvent étre interprétées comme représentant respective-
ment les variations intra-individu et inter-individus.
La statistique du test de Quade est

(n—1)B

@="F"5

qui suit approximativement sous Hy une loi de Fisher a K — 1 et (n — 1)(K — 1) degrés de libertés.

Logiciel R : fonction quade. test

Remarque. Le test de Quade est plus puissant que le test de Friedman lorsque les distributions des données sont
tres hétérogeénes et lorsque le nombre K d’échantillons est pas trop grand (K < 5).

Test de Page Le test de Page est une variante du test de Friedman dans le cas ou un ordre est imposé dans
I’hypothese alternative :
HO:F1 :...:FK,

contre
Hi:F,>...>Fkg.

Ce type de test peut étre intéressant pour tester une évolution monotone de la variable X au sein des popula-
tions/conditions Py, ..., Pk (évolution temporelle dans le cas ou les populations/conditions sont indexées par le
temps).

La statistique du test de Page est

K n

L=> kY Rj
k=1 j=1
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ol Rjy, est toujours le rang intra-individu de ’observation X, parmi (X1, ..., X;x). Pour des petites valeurs de
n etde K, laloi de L a été tabulée.
Lorsque n > 12 et K > 4, la statistique suivante suis sous Hy une loi du x? 2 1 degré de liberté :

a2

nK2(K2 - 1)(K + 1)

avec a =120 — 3nK (K + 1)?

L’hypothese Hj sera rejetée au profitde Hy : Fy > ... > Fi sia > 0 et sila valeur de la statistique est supérieure
au quantile d’ordre 1 — « de la loi x2. Si a < 0 et si la valeur de la statistique est supérieure au quantile d’ordre
1 — avde laloi x2, 'hypothese Hy sera alors rejetée au profitde Hy : Fy < ... < Fk.

Logiciel R : test a implémenter.



Chapitre 4

Annexes

4.1 Rappel sur les convergences des suites de variables aléatoires

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles.

Définition 1. La suite (X,,) converge en probabilité vers une variables aléatoire X si Ve, n positifs, il existe n tel
que
Vn > ng, P(X,—X|>e€)<n

Définition 2. La suite (X,,) converge presque siirement vers la variable aléatoire X si
P({eo] lim X,(w) # X(w)}) =0
Définition 3. La suite (X,,) converge en moyenne d’ordre p vers la variable aléatoire X si
E[|X, - X[!] =0

Définition 4. La suite (X,,) converge en loi vers la variable aléatoire X de fonction de répartition F' si en tout
point de continuité de F, la suite F,, des fonctions de répartition de X,, converge vers F'

Propriété 1.

(Xn) =5 X N
(X)) 5 X = (X,)-5X
(X.) mOyemH)rdre p X

4.1.0.1 Loi faible des grands nombres

Soit (X1, ..., X,) un échantillon indépendant et identiquement distribué, avec E[X;] = pet V(X;) = 02 <
00. On a alors .
X —pu
4.1.0.2 Loi forte des grands nombres
Soit (X1, ..., X,,) un échantillon indépendant et identiquement distribué, avec E[X;] = u < coet V(X;) = o2
X%,
4.1.0.3 Théoreme centrale limite
Soit (X1, ..., X,) un échantillon indépendant et identiquement distribué, avec E[X;] = pet V(X;) = 0% <

00. On a alors ,

X5 N )

57
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4.2 Tables statistiques

4.2.1 Tables des lois classiques



1 Distributions de probabilité

1.1 Fonction de répartition de la loi binomiale

- Si X ~ B(n,p), alors P(X = z) = C¥p*(1 —p)" *Vz € 1,...,n, E(X) = np et Var(X) =
np(l — p).

— La table qui suit donne la fonction de répartition pour les valeurs de p < 0.5. Sachant que si
X ~ B(n,p) alors n—X ~ B(n,1—p), on peut en déduire facilement la fonction de répartition
pour les valeurs de p supérieures a 0.5.

— Enfin, pour les grandes valeurs de n, on pourra utiliser, si np et n(1 — p) sont supérieurs a 5,

Papproximation gaussienne : P(X < z) ~ @ (M ot ® est la fonction de répartition
- \/np(1—p)

de la loi normale centrée réduite.

P(X <z)ou X ~ B(n,p)
p
n 05 10 15 20 25 30 35 10 5 50
2 0 | 0.0025 0.8100 0.7225 0.6400 0.5625 0.4000 0.4225 0.3600 0.3025 _ 0.2500
1 | 0.9975 0.9900 0.9775 0.9600 0.9375 0.9100 0.8775 0.8400 0.7975  0.7500
3 0] 08574 07290 0.6141 0.5120 0.4219 0.3430 0.2746 0.2160 0.1664  0.1250
1 | 0.9927 0.9720 0.9392 0.8960 0.8438 0.7840 0.7182  0.6480 0.5748  0.5000
2 | 0.9999 0.9990 0.9966 0.9920 0.9844  0.9730 0.9571 0.9360 0.9089  0.8750
4 0| 08145 0.6561 0.5220 0.4096 0.3164 0.2401  0.1785 0.1296 0.0915  0.0625
1| 0.9860 0.9477 0.8905 0.8192 0.7383 0.6517 0.5630 0.4752  0.3910 0.3125
2 | 0.9995 0.9963 0.9880 0.9728  0.9492  0.9163 0.8735 0.8208 0.7585  0.6875
3 1 0.9999  0.9995 0.9984 0.9961 0.9919 0.9850 0.9744  0.9590  0.9375
5 0| 07738 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.1160 0.0778 0.0503  0.0312
1| 09774 0.9185 0.8352 0.7373  0.6328 0.5282 0.4284 0.3370 0.2562  0.1875
2 | 0.9988 0.9914 0.9734 0.9421 0.8965 0.8369 0.7648 0.6826  0.5931  0.5000
3 1 0.9995 0.9978 0.9933  0.9844 0.9692 0.9460 0.9130 0.8688  0.8125
4 1 1 0.9999  0.9997  0.9990  0.9976  0.9947 0.9898  0.9815  0.9688
6 0| 07351 0.5314 0.3771 0.2621 0.1780 0.1176 0.0754 0.0467 0.0277  0.0156
1 | 09672 0.8857 0.7765 0.6554 0.5339  0.4202 0.3191 0.2333  0.1636  0.1094
2 | 0.9978 0.9842 0.9527 0.9011 0.8306 0.7443 0.6471 0.5443 0.4415  0.3438
3 | 0.9999 0.9987 0.9941 0.9830 0.9624  0.9295 0.8826  0.8208  0.7447  0.6562
4 1 0.9999  0.9996 0.9984  0.9954 0.9891  0.9777 0.9590  0.9308  0.8906
5 1 1 1 0.9999  0.9998  0.9993  0.9982  0.9959  0.9917  0.9844
7 0| 0.6983 0.4783 0.3206 0.2097 0.1335 0.0824  0.0490 0.0280 0.0152  0.0078
1| 0.9556 0.8503 0.7166 0.5767 0.4449 0.3204 0.2338 0.1586 0.1024  0.0625
2 | 0.9962 0.9743 0.9262 0.8520 0.7564  0.6471 0.5323 0.4199 0.3164  0.2266
3 | 0.9998 0.9973 0.9879  0.9667 0.9294  0.8740 0.8002 0.7102  0.6083  0.5000
4 1 0.9998  0.9988 0.9953 0.9871 0.9712 0.9444 0.9037 0.8471  0.7734
5 1 1 0.9999  0.9996 0.9987 0.9962 0.9910 0.9812 0.9643  0.9375
6 1 1 1 1 0.9999  0.9998 0.9994 0.9984  0.9963  0.9922
8 0| 06634 04305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084  0.0039
1 | 09428 0.8131 0.6572 0.5033 0.3671 0.2553 0.1691 0.1064 0.0632  0.0352
2 | 0.9942 0.9619 0.8948 0.7969 0.6785 0.5518  0.4278 0.3154 0.2201  0.1445
3 | 0.9996 0.9950 0.9786  0.9437 0.8862 0.8059 0.7064  0.5941  0.4770  0.3633
4 1 0.9996  0.9971  0.9896 0.9727 0.9420 0.8939  0.8263 0.7396  0.6367
5 1 1 0.9998 0.9988  0.9958 0.9887  0.9747 0.9502 0.9115  0.8555
6 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9987 0.9964 0.9915 0.9819  0.9648
7 1 1 1 1 1 0.9999  0.9998  0.9993  0.9983  0.9961
9 0| 06302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0207 0.0101  0.0046  0.0020
1| 0.9288 0.7748  0.5995 0.4362  0.3003 0.1960 0.1211 0.0705 0.0385  0.0195
2 | 0.9916 0.9470 0.8591 0.7382 0.6007 0.4628 0.3373 0.2318  0.1495  0.0898
3| 0.9994 0.9917 0.9661 0.9144 0.8343 0.7297 0.6089 0.4826 0.3614  0.2539
4 1 0.9991  0.9944 0.9804 0.9511 0.9012 0.8283 0.7334  0.6214  0.5000
5 1 0.9999  0.9994 0.9969  0.9900 0.9747 0.9464 0.9006 0.8342  0.7461
6 1 1 1 0.9997  0.9987  0.9957 0.9888 0.9750  0.9502  0.9102
7 1 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9986  0.9962  0.9909  0.9805
8 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9992  0.9980




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
10 0 0.5987  0.3487  0.1969  0.1074 0.0563  0.0282 0.0135 0.0060 0.0025 0.0010
1 0.9139 0.7361  0.5443 0.3758  0.2440 0.1493 0.0860 0.0464 0.0233 0.0107
2 0.9885  0.9298 0.8202 0.6778  0.5256  0.3828 0.2616 0.1673  0.0996  0.0547
3 0.9990 0.9872  0.9500 0.8791  0.7759 0.6496 0.5138 0.3823 0.2660 0.1719
4 0.9999 0.9984 0.9901 0.9672  0.9219 0.8497 0.7515 0.6331  0.5044  0.3770
5 1 0.9999  0.9986 0.9936  0.9803  0.9527  0.9051 0.8338 0.7384  0.6230
6 1 1 0.9999  0.9991  0.9965 0.9894 0.9740 0.9452 0.8980  0.8281
7 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9984 0.9952  0.9877 0.9726  0.9453
8 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995 0.9983  0.9955  0.9893
9 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9990
11 0 0.5688  0.3138 0.1673  0.0859  0.0422 0.0198 0.0088 0.0036 0.0014  0.0005
1 0.8981  0.6974  0.4922  0.3221  0.1971 0.1130 0.0606  0.0302 0.0139  0.0059
2 0.9848  0.9104 0.7788 0.6174  0.4552  0.3127  0.2001 0.1189  0.0652  0.0327
3 0.9984 0.9815 0.9306 0.8389 0.7133 0.5696  0.4256  0.2963 0.1911  0.1133
4 0.9999  0.9972 0.9841 0.9496 0.8854 0.7897 0.6683 0.5328 0.3971  0.2744
5 1 0.9997 0.9973 0.9883 0.9657 0.9218 0.8513 0.7535 0.6331  0.5000
6 1 1 0.9997  0.9980 0.9924 0.9784  0.9499 0.9006 0.8262  0.7256
7 1 1 1 0. 9998 0.9988  0.9957 0.9878  0.9707 0.9390  0.8867
8 1 1 1 0. 9999 0.9994  0.9980 0.9941 0.9852  0.9673
9 1 1 1 1 1 0.9998  0.9993  0.9978  0.9941
10 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9995
12 0 0.5404  0.2824  0.1422 0.0687  0.0317 0.0138 0.0057 0.0022  0.0008 0.0002
1 0.8816  0.6590  0.4435 0.2749  0.1584 0.0850 0.0424 0.0196  0.0083  0.0032
2 0.9804 0.8891  0.7358 0.5583  0.3907  0.2528 0.1513  0.0834  0.0421 0.0193
3 0.9978  0.9744 0.9078 0.7946  0.6488  0.4925 0.3467 0.2253  0.1345 0.0730
4 0.9998  0.9957 0.9761 0.9274  0.8424  0.7237 0.5833  0.4382 0.3044 0.1938
5 1 0.9995  0.9954 0.9806  0.9456  0.8822  0.7873 0.6652  0.5269  0.3872
6 1 0.9999  0.9993  0.9961  0.9857 0.9614 0.9154 0.8418 0.7393 0.6128
7 1 1 0.9999  0.9994 0.9972  0.9905 0.9745 0.9427 0.8883  0.8062
8 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9983  0.9944  0.9847 0.9644  0.9270
9 1 1 1 1 1 0.9998  0.9992  0.9972  0.9921  0.9807
10 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9989  0.9968
11 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9998
13 0 0.5133  0.2542  0.1209 0.0550  0.0238  0.0097 0.0037 0.0013 0.0004 0.0001
1 0.8646  0.6213 0.3983 0.2336  0.1267  0.0637 0.0296  0.0126  0.0049  0.0017
2 0.9755  0.8661  0.6920 0.5017 0.3326  0.2025 0.1132  0.0579  0.0269  0.0112
3 0.9969  0.9658 0.8820 0.7473  0.5843  0.4206 0.2783  0.1686  0.0929  0.0461
4 0.9997  0.9935 0.9658 0.9009 0.7940 0.6543  0.5005 0.3530 0.2279  0.1334
5 1 0.9991  0.9925 0.9700 0.9198 0.8346 0.7159  0.5744  0.4268  0.2905
6 1 0.9999 0.9987 0.9930 0.9757 0.9376  0.8705 0.7712  0.6437  0.5000
7 1 1 0.9998  0.9988 0.9944 0.9818 0.9538 0.9023 0.8212  0.7095
8 1 1 1 0.9998  0.9990 0.9960 0.9874  0.9679  0.9302  0.8666
9 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9975  0.9922  0.9797  0.9539
10 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9987  0.9959  0.9888
11 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995  0.9983
12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
14 0 0.4877  0.2288  0.1028 0.0440 0.0178  0.0068  0.0024  0.0008  0.0002  0.0001
1 0.8470  0.5846  0.3567  0.1979  0.1010  0.0475 0.0205 0.0081  0.0029  0.0009
2 0.9699  0.8416  0.6479  0.4481  0.2811 0.1608  0.0839  0.0398 0.0170  0.0065
3 0.9958  0.9559  0.8535 0.6982  0.5213  0.3552  0.2205 0.1243 0.0632  0.0287
4 0.9996 0.9908 0.9533 0.8702  0.7415 0.5842  0.4227 0.2793 0.1672  0.0898
5 1 0.9985 0.9885 0.9561 0.8883 0.7805 0.6405 0.4859 0.3373  0.2120
6 1 0.9998 0.9978 0.9884 0.9617  0.9067 0.8164 0.6925 0.5461  0.3953
7 1 1 0.9997 0.9976  0.9897  0.9685  0.9247  0.8499  0.7414  0.6047
8 1 1 1 0.9996  0.9978  0.9917  0.9757 0.9417 0.8811  0.7880
9 1 1 1 1 0.9997  0.9983 0.9940 0.9825 0.9574  0.9102
10 1 1 1 1 1 0.9998  0.9989  0.9961 0.9886  0.9713
11 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9978  0.9935
12 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9991
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
15 0 0.4633  0.2059  0.0874 0.0352  0.0134 0.0047 0.0016 0.0005  0.0001 0.0000
1 0.8290 0.5490 0.3186 0.1671  0.0802 0.0353 0.0142 0.0052  0.0017  0.0005
2 0.9638  0.8159  0.6042 0.3980  0.2361 0.1268  0.0617  0.0271  0.0107  0.0037
3 0.9945 0.9444  0.8227 0.6482 0.4613 0.2969 0.1727 0.0905 0.0424 0.0176
4 0.9994 0.9873 0.9383 0.8358 0.6865 0.5155 0.3519  0.2173  0.1204  0.0592
5 0.9999  0.9978 0.9832 0.9389 0.8516  0.7216  0.5643  0.4032  0.2608  0.1509
6 1 0.9997  0.9964 0.9819 0.9434 0.8689 0.7548 0.6098  0.4522  0.3036
7 1 1 0.9994  0.9958  0.9827 0.9500 0.8868 0.7869 0.6535  0.5000
8 1 1 0.9999  0.9992  0.9958 0.9848 0.9578  0.9050 0.8182  0.6964
9 1 1 1 0.9999  0.9992  0.9963 0.9876  0.9662  0.9231  0.8491
10 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9972  0.9907 0.9745  0.9408
11 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995  0.9981 0.9937  0.9824
12 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9989  0.9963
13 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 0 0.4401  0.1853 0.0743 0.0281  0.0100 0.0033  0.0010 0.0003 0.0001  0.0000
1 0.8108  0.5147  0.2839  0.1407 0.0635 0.0261 0.0098 0.0033 0.0010 0.0003
2 0.9571  0.7892  0.5614 0.3518  0.1971 0.0994  0.0451 0.0183  0.0066  0.0021
3 0.9930 0.9316  0.7899  0.5981  0.4050 0.2459 0.1339 0.0651  0.0281  0.0106
4 0.9991  0.9830 0.9209 0.7982  0.6302 0.4499 0.2892 0.1666 0.0853  0.0384
5 0.9999  0.9967 0.9765 0.9183  0.8103  0.6598  0.4900 0.3288  0.1976  0.1051
6 1 0.9995 0.9944 0.9733 0.9204 0.8247 0.6881  0.5272  0.3660  0.2272
7 1 0.9999  0.9989 0.9930 0.9729 0.9256  0.8406 0.7161  0.5629  0.4018
8 1 1 0.9998  0.9985 0.9925 0.9743 0.9329 0.8577 0.7441  0.5982
9 1 1 1 0.9998  0.9984  0.9929 0.9771 0.9417  0.8759  0.7728
10 1 1 1 1 0.9997  0.9984 0.9938 0.9809 0.9514  0.8949
11 1 1 1 1 1 0.9997  0.9987  0.9951 0.9851  0.9616
12 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9991  0.9965  0.9894
13 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9994  0.9979
14 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
17 0 0.4181  0.1668 0.0631  0.0225 0.0075  0.0023  0.0007 0.0002 0.0000 0.0000
1 0.7922  0.4818 0.2525 0.1182  0.0501 0.0193  0.0067  0.0021  0.0006  0.0001
2 0.9497 0.7618  0.5198 0.3096  0.1637  0.0774 0.0327 0.0123  0.0041  0.0012
3 0.9912 0.9174 0.7556  0.5489  0.3530 0.2019  0.1028 0.0464 0.0184  0.0064
4 0.9988  0.9779  0.9013 0.7582  0.5739  0.3887 0.2348 0.1260 0.0596  0.0245
5 0.9999  0.9953 0.9681 0.8943 0.7653 0.5968  0.4197 0.2639  0.1471  0.0717
6 1 0.9992  0.9917 0.9623 0.8929 0.7752  0.6188  0.4478 0.2902 0.1662
7 1 0.9999  0.9983 0.9891  0.9598 0.8954  0.7872  0.6405 0.4743 0.3145
8 1 1 0.9997  0.9974 0.9876  0.9597  0.9006  0.8011  0.6626  0.5000
9 1 1 1 0.9995 0.9969  0.9873 0.9617  0.9081 0.8166  0.6855
10 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9968 0.9880 0.9652  0.9174  0.8338
11 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9970 0.9894  0.9699  0.9283
12 1 1 1 1 1 0.9999  0.9994  0.9975  0.9914  0.9755
13 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995 0.9981  0.9936
14 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9997  0.9988
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 0 0.3972  0.1501  0.0536  0.0180  0.0056  0.0016  0.0004 0.0001  0.0000  0.0000
1 0.7735  0.4503  0.2241  0.0991 0.0395 0.0142 0.0046 0.0013  0.0003  0.0001
2 0.9419  0.7338 0.4797 0.2713  0.1353  0.0600 0.0236  0.0082  0.0025  0.0007
3 0.9891  0.9018 0.7202 0.5010 0.3057 0.1646  0.0783  0.0328 0.0120  0.0038
4 0.9985 0.9718 0.8794 0.7164 0.5187 0.3327 0.1886  0.0942 0.0411 0.0154
5 0.9998 0.9936  0.9581  0.8671  0.7175 0.5344 0.3550 0.2088  0.1077  0.0481
6 1 0.9988  0.9882 0.9487 0.8610  0.7217  0.5491 0.3743  0.2258  0.1189
7 1 0.9998  0.9973  0.9837 0.9431 0.8593 0.7283 0.5634 0.3915  0.2403
8 1 1 0.9995  0.9957 0.9807 0.9404 0.8609 0.7368  0.5778  0.4073
9 1 1 0.9999  0.9991 0.9946 0.9790 0.9403 0.8653  0.7473  0.5927
10 1 1 1 0.9998 0.9988 0.9939 0.9788  0.9424 0.8720 0.7597
11 1 1 1 1 0.9998 0.9986 0.9938 0.9797 0.9463  0.8811
12 1 1 1 1 1 0.9997  0.9986  0.9942  0.9817  0.9519
13 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9987  0.9951  0.9846
14 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9990  0.9962
15 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993
16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
19 0 0.3774  0.1351  0.0456  0.0144  0.0042 0.0011 0.0003 0.0001  0.0000  0.0000
1 0.7547  0.4203 0.1985 0.0829  0.0310 0.0104 0.0031 0.0008  0.0002  0.0000
2 0.9335 0.7054  0.4413 0.2369 0.1113  0.0462 0.0170  0.0055 0.0015  0.0004
3 0.9868 0.8850 0.6841  0.4551  0.2631 0.1332  0.0591 0.0230  0.0077  0.0022
4 0.9980 0.9648 0.8556  0.6733  0.4654 0.2822 0.1500 0.0696  0.0280  0.0096
5 0.9998  0.9914  0.9463 0.8369 0.6678  0.4739  0.2968 0.1629 0.0777  0.0318
6 1 0.9983  0.9837 0.9324  0.8251 0.6655 0.4812  0.3081 0.1727  0.0835
7 1 0.9997  0.9959  0.9767 0.9225 0.8180 0.6656  0.4878  0.3169 0.1796
8 1 1 0.9992  0.9933 0.9713 0.9161 0.8145 0.6675 0.4940 0.3238
9 1 1 0.9999  0.9984 0.9911 0.9674 0.9125 0.8139  0.6710  0.5000
10 1 1 1 0.9997  0.9977 0.9895 0.9653 0.9115 0.8159  0.6762
11 1 1 1 1 0.9995 0.9972  0.9886  0.9648 0.9129  0.8204
12 1 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9969 0.9884  0.9658  0.9165
13 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9969  0.9891  0.9682
14 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9972  0.9904
15 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995 0.9978
16 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9996
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 0 0.3585  0.1216  0.0388 0.0115 0.0032 0.0008 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.7358  0.3917  0.1756  0.0692  0.0243  0.0076  0.0021 0.0005  0.0001  0.0000
2 0.9245 0.6769  0.4049 0.2061  0.0913  0.0355  0.0121 0.0036  0.0009  0.0002
3 0.9841  0.8670  0.6477 0.4114 0.2252 0.1071  0.0444 0.0160 0.0049 0.0013
4 0.9974  0.9568 0.8298 0.6296  0.4148 0.2375 0.1182 0.0510 0.0189  0.0059
5 0.9997  0.9887  0.9327 0.8042 0.6172  0.4164 0.2454 0.1256  0.0553  0.0207
6 1 0.9976  0.9781 0.9133 0.7858  0.6080 0.4166  0.2500 0.1299  0.0577
7 1 0.9996  0.9941  0.9679 0.8982 0.7723  0.6010 0.4159  0.2520 0.1316
8 1 0.9999  0.9987 0.9900 0.9591 0.8867 0.7624  0.5956  0.4143  0.2517
9 1 1 0.9998  0.9974  0.9861  0.9520 0.8782  0.7553  0.5914  0.4119
10 1 1 1 0.9994  0.9961 0.9829 0.9468 0.8725  0.7507  0.5881
11 1 1 1 0.9999  0.9991  0.9949 0.9804 0.9435 0.8692  0.7483
12 1 1 1 1 0.9998  0.9987 0.9940 0.9790 0.9420 0.8684
13 1 1 1 1 1 0.9997  0.9985 0.9935 0.9786  0.9423
14 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9984  0.9936  0.9793
15 1 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9985  0.9941
16 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9987
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0. 9998
18 1 1 1 1 1 1 1 1 1
19 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 0 0.3406  0.1094 0.0329 0.0092 0.0024 0.0006  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000
1 0.7170  0.3647 0.1550 0.0576  0.0190 0.0056  0.0014  0.0003  0.0001  0.0000
2 0.9151  0.6484 0.3705 0.1787  0.0745 0.0271  0.0086  0.0024  0.0006  0.0001
3 0.9811  0.8480  0.6113 0.3704 0.1917 0.0856  0.0331 0.0110  0.0031  0.0007
4 0.9968  0.9478  0.8025 0.5860 0.3674 0.1984 0.0924 0.0370  0.0126  0.0036
5 0.9996 0.9856  0.9173 0.7693 0.5666  0.3627  0.2009 0.0957 0.0389  0.0133
6 1 0.9967  0.9713  0.8915 0.7436  0.5505  0.3567  0.2002  0.0964  0.0392
7 1 0.9994 0.9917 0.9569 0.8701  0.7230 0.5365  0.3495 0.1971  0.0946
8 1 0.9999 0.9980 0.9856  0.9439 0.8523  0.7059  0.5237 0.3413  0.1917
9 1 1 0.9996  0.9959 0.9794 0.9324 0.8377 0.6914 0.5117  0.3318
10 1 1 0.9999  0.9990 0.9936  0.9736  0.9228 0.8256  0.6790  0.5000
11 1 1 1 0.9998  0.9983 0.9913 0.9687 0.9151 0.8159  0.6682
12 1 1 1 1 0.9996  0.9976  0.9892  0.9648 0.9092  0.8083
13 1 1 1 1 0.9999  0.9994  0.9969  0.9877  0.9621  0.9054
14 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9964  0.9868  0.9608
15 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9992  0.9963  0.9867
16 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9992  0.9964
17 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993
18 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
19 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
22 0 0.3235 0.0985 0.0280 0.0074 0.0018  0.0004  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000
1 0.6982  0.3392 0.1367 0.0480  0.0149 0.0041 0.0010 0.0002  0.0000  0.0000
2 0.9052  0.6200 0.3382 0.1545 0.0606  0.0207  0.0061 0.0016  0.0003  0.0001
3 0.9778  0.8281  0.5752 0.3320 0.1624 0.0681 0.0245 0.0076  0.0020  0.0004
4 0.9960 0.9379 0.7738 0.5429 0.3235 0.1645 0.0716 0.0266  0.0083  0.0022
5 0.9994  0.9818 0.9001  0.7326  0.5168 0.3134 0.1629  0.0722  0.0271  0.0085
6 0.9999 0.9956  0.9632 0.8670 0.6994  0.4942 0.3022 0.1584 0.0705 0.0262
7 1 0.9991  0.9886 0.9439 0.8385 0.6713 0.4736 0.2898 0.1518  0.0669
8 1 0.9999  0.9970 0.9799  0.9254 0.8135 0.6466 0.4540 0.2764  0.1431
9 1 1 0.9993 0.9939 0.9705 0.9084 0.7916  0.6244 0.4350 0.2617
10 1 1 0.9999  0.9984  0.9900 0.9613 0.8930 0.7720 0.6037  0.4159
11 1 1 1 0.9997  0.9971  0.9860 0.9526  0.8793  0.7543  0.5841
12 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9957 0.9820 0.9449 0.8672  0.7383
13 1 1 1 1 0.9999  0.9989 0.9942 0.9785 0.9383  0.8569
14 1 1 1 1 1 0.9998  0.9984  0.9930 0.9757  0.9331
15 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9981  0.9920 0.9738
16 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9979  0.9915
17 1 1 1 1 1 1 1 0. 9999 0.9995  0.9978
18 1 1 1 1 1 1 1 0. 9999 0.9996
19 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 0 0.3074  0.0886  0.0238 0.0059  0.0013  0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6794 0.3151  0.1204 0.0398 0.0116  0.0030  0.0007  0.0001  0.0000  0.0000
2 0.8948  0.5920 0.3080 0.1332  0.0492  0.0157 0.0043 0.0010  0.0002  0.0000
3 0.9742  0.8073 0.5396  0.2965 0.1370 0.0538  0.0181 0.0052  0.0012  0.0002
4 0.9951  0.9269 0.7440 0.5007 0.2832 0.1356  0.0551 0.0190 0.0055  0.0013
5 0.9992  0.9774  0.8811  0.6947  0.4685 0.2688 0.1309  0.0540 0.0186  0.0053
6 0.9999 0.9942 0.9537 0.8402 0.6537 0.4399 0.2534 0.1240 0.0510 0.0173
7 1 0.9988  0.9848 0.9285 0.8037 0.6181 0.4136 0.2373  0.1152  0.0466
8 1 0.9998  0.9958  0.9727  0.9037 0.7709 0.5860  0.3884  0.2203  0.1050
9 1 1 0.9990 0.9911 0.9592 0.8799 0.7408 0.5562  0.3636  0.2024
10 1 1 0.9998  0.9975  0.9851 0.9454  0.8575  0.7129  0.5278  0.3388
11 1 1 1 0.9994  0.9954 0.9786  0.9318 0.8364 0.6865  0.5000
12 1 1 1 0.9999  0.9988 0.9928 0.9717 0.9187 0.8164 0.6612
13 1 1 1 1 0.9997  0.9979  0.9900 0.9651 0.9063  0.7976
14 1 1 1 1 0.9999  0.9995 0.9970 0.9872  0.9589  0.8950
15 1 1 1 1 1 0.9999  0.9992  0.9960 0.9847  0.9534
16 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9990 0.9952  0.9827
17 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9988  0.9947
18 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9987
19 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9998
20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 0 0.2920  0.0798  0.0202  0.0047  0.0010 0.0002  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
1 0.6608  0.2925  0.1059  0.0331  0.0090 0.0022  0.0005 0.0001  0.0000  0.0000
2 0.8841  0.5643 0.2798 0.1145 0.0398  0.0119  0.0030  0.0007  0.0001  0.0000
3 0.9702  0.7857  0.5049 0.2639  0.1150 0.0424 0.0133 0.0035 0.0008  0.0001
4 0.9940 0.9149 0.7134 0.4599  0.2466  0.1111  0.0422 0.0134 0.0036  0.0008
5 0.9990 0.9723 0.8606  0.6559  0.4222  0.2288  0.1044 0.0400 0.0127  0.0033
6 0.9999  0.9925 0.9428 0.8111  0.6074 0.3886  0.2106 0.0960 0.0364  0.0113
7 1 0.9983 0.9801 0.9108 0.7662  0.5647  0.3575 0.1919 0.0863  0.0320
8 1 0.9997 0.9941 0.9638 0.8787  0.7250 0.5257  0.3279  0.1730  0.0758
9 1 0.9999  0.9985 0.9874  0.9453 0.8472 0.6866  0.4891  0.2991  0.1537
10 1 1 0.9997  0.9962 0.9787  0.9258 0.8167 0.6502 0.4539  0.2706
11 1 1 0.9999  0.9990 0.9928 0.9686 0.9058 0.7870 0.6151  0.4194
12 1 1 1 0.9998  0.9979 0.9885 0.9577 0.8857 0.7580  0.5806
13 1 1 1 1 0.9995 0.9964 0.9836  0.9465 0.8659  0.7294
14 1 1 1 1 0.9999  0.9990 0.9945 0.9783  0.9352  0.8463
15 1 1 1 1 1 0.9998  0.9984  0.9925 0.9731  0.9242
16 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9978  0.9905  0.9680
17 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995 0.9972  0.9887
18 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993  0.9967
19 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9992
20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 1 1 1 1 61 1 1 1 1 1




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50

25 0 0.2774  0.0718 0.0172  0.0038 0.0008  0.0001  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6424  0.2712  0.0931  0.0274  0.0070 0.0016  0.0003  0.0001  0.0000  0.0000
2 0.8729  0.5371  0.2537 0.0982  0.0321 0.0090  0.0021 0.0004  0.0001  0.0000
3 0.9659 0.7636  0.4711  0.2340 0.0962  0.0332 0.0097 0.0024 0.0005 0.0001
4 0.9928  0.9020 0.6821  0.4207 0.2137 0.0905 0.0320 0.0095 0.0023  0.0005
5 0.9988  0.9666  0.8385 0.6167 0.3783  0.1935 0.0826  0.0294 0.0086  0.0020
6 0.9998  0.9905 0.9305 0.7800  0.5611 0.3407 0.1734 0.0736  0.0258  0.0073
7 1 0.9977 0.9745 0.8909 0.7265 0.5118  0.3061 0.1536  0.0639  0.0216
8 1 0.9995 0.9920 0.9532 0.8506 0.6769  0.4668  0.2735 0.1340 0.0539
9 1 0.9999  0.9979  0.9827 0.9287 0.8106 0.6303  0.4246  0.2424  0.1148
10 1 1 0.9995 0.9944 0.9703 0.9022 0.7712  0.5858  0.3843  0.2122
11 1 1 0.9999  0.9985 0.9893  0.9558 0.8746  0.7323  0.5426  0.3450
12 1 1 1 0.9996  0.9966  0.9825 0.9396 0.8462  0.6937  0.5000
13 1 1 1 0.9999  0.9991 0.9940 0.9745 0.9222 0.8173  0.6550
14 1 1 1 1 0.9998  0.9982  0.9907 0.9656  0.9040  0.7878
15 1 1 1 1 1 0.9995 0.9971 0.9868 0.9560  0.8852
16 1 1 1 1 1 0.9999  0.9992  0.9957 0.9826  0.9461
17 1 1 1 1 1 1 0. 9998 0.9988  0.9942  0.9784
18 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9984  0.9927
19 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9996  0.9980
20 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9995
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
22 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

30 0 0.2146  0.0424 0.0076  0.0012  0.0002  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
1 0.5535  0.1837  0.0480 0.0105 0.0020 0.0003  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.8122  0.4114  0.1514 0.0442 0.0106  0.0021  0.0003  0.0000  0.0000  0.0000
3 0.9392  0.6474  0.3217  0.1227  0.0374 0.0093  0.0019  0.0003  0.0000  0.0000
4 0.9844  0.8245 0.5245 0.2552  0.0979  0.0302 0.0075 0.0015 0.0002  0.0000
5 0.9967  0.9268 0.7106  0.4275  0.2026  0.0766  0.0233  0.0057  0.0011  0.0002
6 0.9994 0.9742 0.8474 0.6070 0.3481 0.1595 0.0586  0.0172  0.0040  0.0007
7 0.9999 0.9922 0.9302 0.7608 0.5143 0.2814 0.1238 0.0435 0.0121  0.0026
8 1 0.9980 0.9722 0.8713 0.6736  0.4315 0.2247 0.0940 0.0312  0.0081
9 1 0.9995  0.9903 0.9389 0.8034 0.5888 0.3575 0.1763  0.0694 0.0214
10 1 0.9999  0.9971 0.9744 0.8943 0.7304 0.5078 0.2915 0.1350 0.0494
11 1 1 0.9992  0.9905 0.9493  0.8407 0.6548  0.4311  0.2327  0.1002
12 1 1 0.9998 0.9969 0.9784  0.9155 0.7802 0.5785  0.3592  0.1808
13 1 1 1 0.9991  0.9918 0.9599 0.8737 0.7145 0.5025  0.2923
14 1 1 1 0.9998  0.9973 0.9831 0.9348 0.8246  0.6448  0.4278
15 1 1 1 0.9999  0.9992 0.9936 0.9699  0.9029 0.7691  0.5722
16 1 1 1 1 0.9998  0.9979 0.9876  0.9519 0.8644  0.7077
17 1 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9955 0.9788  0.9286  0.8192
18 1 1 1 1 1 0.9998  0.9986  0.9917  0.9666  0.8998
19 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9971  0.9862  0.9506
20 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9991 0.9950  0.9786
21 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9984  0.9919
22 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9974
23 1 1 1 1 1 1 1 1 0. 9999 0.9993
24 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9998
25 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

n T .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50

35 0 0.1661  0.0250  0.0034  0.0004 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.4720 0.1224  0.0243  0.0040  0.0005  0.0001  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.7458  0.3063  0.0870  0.0190 0.0033  0.0005  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000
3 0.9042 0.5310 0.2088 0.0605 0.0136 0.0024 0.0003 0.0000 0.0000  0.0000
4 0.9710 0.7307  0.3807 0.1435 0.0410 0.0091 0.0016 0.0002 0.0000  0.0000
5 0.9927  0.8684  0.5689  0.2721  0.0976  0.0269  0.0058  0.0010  0.0001  0.0000
6 0.9985 0.9448 0.7348 0.4328 0.1920 0.0650 0.0170  0.0034  0.0005  0.0001
7 0.9997  0.9800 0.8562  0.5993 0.3223 0.1326  0.0419 0.0102 0.0019  0.0003
8 1 0.9937  0.9311  0.7450 0.4743 0.2341 0.0890 0.0260 0.0057  0.0009
9 1 0.9983 0.9708 0.8543 0.6263 0.3646  0.1651  0.0575 0.0152  0.0030
10 1 0.9996  0.9890 0.9253  0.7581 0.5100 0.2716  0.1123  0.0354  0.0083
11 1 0.9999  0.9963 0.9656  0.8579  0.6516  0.4019  0.1952  0.0729  0.0205
12 1 1 0.9989  0.9858  0.9244  0.7729  0.5423  0.3057  0.1344  0.0448
13 1 1 0.9997  0.9947 0.9637 0.8650 0.6760 0.4361  0.2233  0.0877
14 1 1 0.9999  0.9982 0.9842  0.9269 0.7891 0.5728 0.3376  0.1553
15 1 1 1 0.9995 0.9938 0.9641 0.8744 0.7003  0.4685  0.2498
16 1 1 1 0.9999  0.9978 0.9840 0.9318 0.8065 0.6024  0.3679
17 1 1 1 1 0.9993 0.9936 0.9664 0.8857 0.7249  0.5000
18 1 1 1 1 0.9998  0.9977 0.9850 0.9385 0.8251  0.6321
19 1 1 1 1 0.9999  0.9992 0.9939 0.9700 0.8984  0.7502
20 1 1 1 1 1 0.9998  0.9978  0.9867  0.9464  0.8447
21 1 1 1 1 1 0.9999  0.9993 0.9947 0.9745 0.9123
22 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9981 0.9891  0.9552
23 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9994 0.9958  0.9795
24 1 1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9986  0.9917
25 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9970
26 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9991
27 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9997
28 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
34 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

40 0 0.1285  0.0148  0.0015  0.0001  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.3991  0.0805 0.0121  0.0015  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
2 0.6767  0.2228  0.0486  0.0079  0.0010  0.0001  0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
3 0.8619  0.4231  0.1302 0.0285  0.0047 0.0006  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000
4 0.9520 0.6290 0.2633 0.0759  0.0160 0.0026  0.0003  0.0000  0.0000  0.0000
5 0.9861  0.7937 0.4325 0.1613 0.0433 0.0086 0.0013 0.0001  0.0000  0.0000
6 0.9966  0.9005 0.6067  0.2859  0.0962  0.0238 0.0044 0.0006  0.0001  0.0000
7 0.9993  0.9581  0.7559  0.4371 0.1820  0.0553  0.0124  0.0021  0.0002  0.0000
8 0.9999 0.9845 0.8646 0.5931  0.2998 0.1110 0.0303 0.0061  0.0009  0.0001
9 1 0.9949 0.9328 0.7318 0.4395 0.1959 0.0644 0.0156  0.0027  0.0003
10 1 0.9985 0.9701 0.8392 0.5839  0.3087  0.1215 0.0352 0.0074  0.0011
11 1 0.9996  0.9880 0.9125 0.7151  0.4406  0.2053  0.0709  0.0179  0.0032
12 1 0.9999  0.9957 0.9568  0.8209  0.5772  0.3143 0.1285 0.0386  0.0083
13 1 1 0.9986  0.9806  0.8968  0.7032  0.4408 0.2112 0.0751  0.0192
14 1 1 0.9996  0.9921 0.9456  0.8074 0.5721 0.3174  0.1326  0.0403
15 1 1 0.9999  0.9971 0.9738 0.8849 0.6946  0.4402 0.2142  0.0769
16 1 1 1 0.9990 0.9884  0.9367 0.7978  0.5681  0.3185  0.1341
17 1 1 1 0.9997  0.9953 0.9680 0.8761  0.6885  0.4391  0.2148
18 1 1 1 0.9999  0.9983 0.9852 0.9301 0.7911  0.5651  0.3179
19 1 1 1 1 0.9994  0.9937 0.9637 0.8702 0.6844  0.4373
20 1 1 1 1 0.9998 0.9976  0.9827 0.9256 0.7870  0.5627
21 1 1 1 1 1 0.9991  0.9925 0.9608  0.8669  0.6821
22 1 1 1 1 1 0.9997  0.9970 0.9811 0.9233  0.7852
23 1 1 1 1 1 0.9999  0.9989  0.9917  0.9595  0.8659
24 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9966  0.9804  0.9231
25 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9988 0.9914  0.9597
26 1 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9966  0.9808
27 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9988  0.9917
28 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9968
29 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9989
30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9997
31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
32 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
39 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




P(X <z) ou X ~ B(n,p)

p
.05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50

I

ot

W= O|R

0.0994  0.0087  0.0007 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.3350 0.0524  0.0060 0.0005  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.6077  0.1590  0.0265 0.0032  0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.8134 0.3289 0.0785 0.0129 0.0016  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000  0.0000
0.9271 0.5271 0.1748  0.0382  0.0059  0.0007  0.0001 0.0000  0.0000  0.0000

0.9761  0.7077  0.3142 0.0902 0.0179  0.0026  0.0003  0.0000  0.0000  0.0000
0.9934  0.8415 0.4782 0.1768 0.0446 0.0080 0.0010 0.0001  0.0000  0.0000
0.9984 0.9243 0.6394 0.2975  0.0941 0.0209  0.0033  0.0004 0.0000  0.0000
0.9997 0.9680  0.7745  0.4407 0.1725  0.0471  0.0091 0.0012  0.0001 0.0000
0.9999  0.9880 0.8726  0.5880  0.2800  0.0934 0.0220 0.0036  0.0004  0.0000

1 0.9960 0.9349  0.7205 0.4089  0.1647  0.0469 0.0094 0.0013  0.0001
1 0.9988  0.9698  0.8259  0.5457 0.2620 0.0896  0.0216  0.0036  0.0004
1 0.9997  0.9873  0.9005 0.6748 0.3802  0.1547 0.0446  0.0090 0.0012
1 0.9999  0.9952  0.9479  0.7841 0.5088  0.2437 0.0836  0.0201  0.0033
1 1 0.9983  0.9750 0.8673  0.6347 0.3533  0.1430  0.0409  0.0080
1 1 0.9995 0.9890  0.9247 0.7462 0.4752 0.2249 0.0762  0.0178
1 1 0.9998 0.9956  0.9605 0.8358  0.5983  0.3272  0.1302  0.0362
1 1 1 0.9983  0.9809 0.9014 0.7113  0.4436  0.2056  0.0676
1 1 1 0.9994  0.9915 0.9451 0.8060 0.5643 0.3015 0.1163
1 1 1 0.9998 0.9965 0.9717 0.8785 0.6786  0.4131  0.1856
1 1 1 0.9999  0.9987 0.9865 0.9292  0.7777  0.5318  0.2757
1 1 1 1 0.9995 0.9940 0.9618 0.8564  0.6474  0.3830
1 1 1 1 0.9999  0.9976 0.9809 0.9135 0.7506  0.5000
1 1 1 1 1 0.9991  0.9911 0.9517 0.8350  0.6170
1 1 1 1 1 0.9997  0.9962 0.9750 0.8983  0.7243
1 1 1 1 1 0.9999  0.9985 0.9880 0.9418  0.8144
1 1 1 1 1 1 0.9995  0.9947 0.9692  0.8837
1 1 1 1 1 1 0.9998  0.9979  0.9850  0.9324
1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9992  0.9932  0.9638
1 1 1 1 1 1 1 0.9997  0.9972  0.9822
1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9990  0.9920
1 1 1 1 1 1 1 1 0.9996  0.9967
1 1 1 1 1 1 1 1 0. 9999 0.9988
1 1 1 1 1 1 1 1 0.9996
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1




1.2 Fonction de répartition de la loi de Poisson

Si X ~ P()), alors P(X = z) = e 27 pour z € N, E(X) = X et Var(X) = A. La table qui suit
donne la fonction de répartition pour des valeurs de A allant de 0 & 20. Pour les valeurs supérieures
& 20, on pourra utiliser approximation (grossiere) gaussienne : P(X < z) ~ ® (%) ou d est

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

P(X <z)ou X ~P())
X
x [ 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0 [ 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066  0.3679
1] 09953 09825 0.9631 0.9384 0.9098 0.8781 0.8442 0.8088 0.7725  0.7358
2 | 09998 00080 00964 00921 DOSSG  DOTGY D965 D956 09ITL 09107
3 0.9999  0.9997  0.9992 0.9982  0.9966  0.9942  0.9909  0.9865  0.9810
4 i 1 1 0.9999  0.9998  0.9996  0.9992  0.9986  0.9977  0.9963
5 1 1 1 1 1 1 0.0999  0.9998  0.9997  0.9994
6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999
7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(X < z) ot X ~P(\)
)
x [ L1 12 i3 4 5 16 7 8 .9 2.0
0 [ 0.3320 0.3012 0.2725 0.2466 0.2231 0.2019 _ 0.1827 _ 0.1653 0.1496 _ 0.1353
1] 06990 06626 0.6268 0.5918 0.5578  0.5249 0.4932  0.4628 0.4337  0.4060
2 | 09004 0.8795 0.8571 0.8335 0.8088 0.7834 0.7572 0.7306 0.7037  0.6767
3| 09743  0.9662 0.9569 0.9463 0.9344 0.9212 0.9068 0.8913 0.8747  0.8571
4| 09946 0.9923 0.9893 09857 0.9814 0.9763 0.9704 0.9636 0.9559  0.9473
5] 09990 0.9985 0.9978  0.9968 0.9955 0.9940  0.9920 0.9896 0.9868  0.9834
6 | 0.9999 0.9997 0.9996  0.9994 0.9991 0.9987  0.9981  0.9974 0.9966  0.9955
7 1 1 09999 09999 09998 00997 00996 00954 09992 09980
8 1 1 1 1 1 09990 0.0990 09998 0.998
9 1 1 1 1 1 i 1
P(X < z) ot X ~ P(\)
X
x 21 22 23 2.1 25 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0
0 | 0.1225 0.1108 0.1003 0.0907 0.0821 0.0743 0.0672 0.0608 _0.0550 _ 0.0498
1 | 03796 0.3546 0.3309 0.3084 0.2873 0.2674 0.2487 0.2311 0.2146  0.1991
2 | 0.6496 0.6227 0.5960 0.5697 0.5438 0.5184 0.4936 0.4695 0.4460  0.4232
3 | 0.8386 0.8194 07993 0.7787 0.7576 0.7360 0.7141  0.6919  0.6696  0.6472
4 | 09379 09275 09162 09041 0.8912 0.8774 0.8629 0.8477 0.8318  0.8153
5 | 0.9796  0.9751  0.9700 0.9643 0.9580 0.9510 0.9433 0.9349  0.9258  0.9161
6 | 0.9941  0.9925 0.9906 0.9884 0.9858 0.9828 0.9794 0.9756 0.9713  0.9665
7 | 0.9985 0.9980 0.9974 0.9967 0.9958  0.9947  0.9934  0.9919  0.9901  0.9881
8 | 0.9997 0.9995 0.9994 0.9991  0.9989  0.9985 0.9981  0.9976  0.9969  0.9962
9 | 0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9997  0.9996  0.9995  0.9993  0.9991  0.9989
10 1 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9997
11 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9999
12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(X <z)ou X ~P(N)
X
x | 31 32 33 34 35 36 3.7 38 3.9 3.0
0 | 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302 0.0273 0.0247 0.0224 _0.0202 _ 0.0183
1 | 01847 01712 0.1586 0.1468 0.1359 0.1257 0.1162 0.1074 0.0992  0.0916
2 | 04012  0.3799 0.3594 0.3397 0.3208 0.3027 0.2854 0.2689 0.2531  0.2381
3 | 0.6248 0.6025 0.5803 0.5584 0.5366 0.5152 0.4942 0.4735 0.4532  0.4335
4 | 07982  0.7806  0.7626  0.7442 0.7254 0.7064 0.6872 0.6678  0.6484  0.6288
5 | 0.9057 0.8946 0.8829 0.8705 0.8576 0.8441 0.8301 0.8156 0.8006  0.7851
6 | 0.9612 0.9554 0.9490 0.9421 0.9347 0.9267 09182 0.9091 0.8995  0.8893
7 | 0.9858 09832 0.9802 0.9769 09733 0.9692 0.9648 0.9599  0.9546  0.9489
8 | 0.9953  0.9943 0.9931 0.9917  0.9901 0.9883 0.9863 0.9840 0.9815  0.9786
9 | 0.0986 0.9982 0.9978 0.9973  0.9967 0.9960  0.9952  0.9942  0.9931  0.9919
10 | 0.9996 0.9995 0.9994  0.9992  0.9990  0.9987  0.9984  0.9981  0.9977  0.9972
11| 0.9999  0.9999  0.9998 0.9998  0.9997  0.9996 0.9995 0.9994  0.9993  0.9991
12 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9997
13 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9999
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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P(X <z)ou X ~P())

)
x | 41 12 i3 14 i5 i6 i7 i8 19 5.0
0 | 00166 0.0150 0.0136 _0.0123 0.0111 _0.0101 _0.0091 _0.0082 _ 0.0074 _ 0.0067
1 | 0.0845 0.0780 0.0719 0.0663 0.0611 0.0563 0.0518 0.0477 0.0439  0.0404
2 | 02238 02102 01974 0.1851 0.1736 0.1626 0.1523 0.1425 0.1333  0.1247
3 | 04142 03954 03772  0.3594  0.3423  0.3257  0.3097 0.2942  0.2793  0.2650
4 | 0.6093 0.5898 05704 0.5512  0.5321 05132  0.4946  0.4763 0.4582  0.4405
5 | 07693 07531  0.7367 0.7199  0.7029  0.6858 0.6684 0.6510  0.6335  0.6160
6 | 0.8786 0.8675 0.8558 0.8436 0.8311 0.8180 0.8046 0.7908 0.7767  0.7622
7 | 09427 09361 09290 0.9214 09134 0.9049 0.8960 0.8867 0.8769  0.8666
8 | 0.9755 0.9721  0.9683 0.9642 0.9597 0.9549  0.9497 0.9442  0.9382  0.9319
9 | 0.9905 0.9889 0.9871 0.9851 0.9829 0.9805 0.9778 0.9749  0.9717  0.9682
10 | 0.9966 0.9959 0.9952  0.9943  0.9933  0.9922  0.9910  0.9896  0.9880  0.9863
11 | 0.9989  0.9986  0.9983  0.9980  0.9976  0.9971  0.9966 0.9960  0.9953  0.9945
12 | 0.9997  0.9996  0.9995 0.9993  0.9992  0.9990 0.9988  0.9986  0.9983  0.9980
13 | 0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9997  0.9997  0.9996  0.9995  0.9994  0.9993
14 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998
15 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9999
16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P(X <z)ou X ~P())

)
x | 51 5.2 53 54 55 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0
0 | 0.0061 0.0055 0.0050 0.0045 0.0041 0.0037 0.0033 0.0030 _ 0.0027 _0.0025
1 | 00372 0.0342 0.0314 00289 0.0266 0.0244 0.0224 0.0206 0.0189  0.0174
2 | 01165 0.1088 0.1016 0.0948 0.08%84 0.0824 0.0768 0.0715  0.0666  0.0620
3 | 02513 02381 0.2254 0.2133 02017 0.1906 0.1800 0.1700 0.1604 0.1512
4 | 04231 04061 03895 0.3733 0.3575 0.3422 0.3272 0.3127  0.2987  0.2851
5 | 05984 0.5809 0.5635 0.5461 0.5289 0.5119  0.4950 0.4783  0.4619  0.4457
6 | 07474 0.7324 07171  0.7017 0.6860 0.6703  0.6544 0.6384  0.6224  0.6063
7 | 0.8560 0.8449 0.8335 0.8217 0.8095 0.7970 0.7841 0.7710  0.7576  0.7440
8 | 09252 09181 09106 0.9027 0.8944 0.8857 0.8766 0.8672 0.8574  0.8472
9 | 0.9644 0.9603 0.9559 0.9512 0.9462 0.9409 0.9352 0.9202 0.9228  0.9161
10 | 0.9844 0.9823  0.9800 0.9775 0.9747 0.9718 0.9686 0.9651 0.9614  0.9574
11 | 0.9937  0.9927 0.9916 0.9904 0.9890 0.9875 0.9859 0.9841 0.9821  0.9799
12 | 0.9976  0.9972  0.9967 0.9962  0.9955 0.9949  0.9941  0.9932  0.9922  0.9912
13 | 0.9992  0.9990 0.9988  0.9986  0.9983  0.9980  0.9977  0.9973  0.9969  0.9964
14 | 0.9997  0.9997  0.9996 0.9995 0.9994 0.9993  0.9991  0.9990  0.9988  0.9986
15 | 0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9998  0.9997  0.9996  0.9996  0.9995
16 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.0999
18 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P(X <z)ou X ~P(N)

B
x | 6.1 62 63 64 65 6.6 6.7 68 6.9 7.0
0 [ 00022 0.0020 0.00I18 0.0017 0.0015 0.00I4 0.0012 0.001T _0.0010 _0.0009
1 | 00159 0.0146 0.0134 0.0123 0.0113 0.0103 0.0095 0.0087  0.0080  0.0073
2 | 0.0577 0.0536 0.0498 0.0463 0.0430 0.0400 0.0371 0.0344  0.0320  0.0296
3 | 01425 0.1342 0.1264 0.1189 0.1118 0.1052 0.0988 0.0928  0.0871  0.0818
4 | 02719 02592 0.2469 0.2351 0.2237 0.2127  0.2022 0.1920 0.1823  0.1730
5 | 04208 04141 03988 0.3837 0.3690 0.3547 0.3406 0.3270  0.3137  0.3007
6 | 0.5902 0.5742  0.5582 0.5423 05265 0.5108 0.4953 0.4799  0.4647  0.4497
7 | 0.7301  0.7160 0.7017 0.6873 0.6728 0.6581 0.6433  0.6285 0.6136  0.5987
8 | 0.8367 0.8259 0.8148 0.8033 0.7916 0.7796 0.7673 0.7548  0.7420  0.7291
9 | 0.9090 0.9016 0.8939 0.8858 0.8774 0.8686 0.8596 0.8502  0.8405  0.8305
10 | 0.9531  0.9486  0.9437 0.9386  0.9332  0.9274 0.9214 0.9151 0.9084  0.9015
11| 09776  0.9750  0.9723  0.9693  0.9661  0.9627 0.9591  0.9552  0.9510  0.9467
12 | 0.9900 0.9887 0.9873 0.9857  0.9840 0.9821 0.9801 0.9779  0.9755  0.9730
13 | 0.9958  0.9952  0.9945 0.9937  0.9929  0.9920 0.9909  0.9898  0.9885  0.9872
14 | 0.9984 0.9981 0.9978 0.9974  0.9970  0.9966 0.9961  0.9956  0.9950  0.9943
15 | 0.9994  0.9993  0.9992  0.9990  0.9988 0.9986 0.9984  0.9982  0.9979  0.9976
16 | 0.9998  0.9997  0.9997  0.9996  0.9996  0.9995  0.9994  0.9993  0.9992  0.9990
17 | 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9998  0.9997  0.9997  0.9996
18 1 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
19 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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P(X <z)ou X ~P())

x |71 7.2 73 74 75 7.6 77 7.8 7.9 8.0
0 | 0.0008 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0003
1 | 0.0067 0.0061 0.0056 0.0051 0.0047 0.0043 0.0039  0.0036  0.0033  0.0030
2 | 00275 0.0255 0.0236 0.0219 0.0203 0.0188 0.0174 0.0161 0.0149  0.0138
3 | 00767  0.0719 0.0674 0.0632 0.0591 0.0554 0.0518 0.0485 0.0453  0.0424
4 | 01641 0.1555 0.1473  0.1395 0.1321 0.1249  0.1181  0.1117  0.1055  0.0996
5 | 02881 02759 0.2640 0.2526 0.2414  0.2307 0.2203  0.2103  0.2006  0.1912
6 | 04349 04204 04060 0.3920 0.3782 0.3646 0.3514 0.3384 0.3257 0.3134
7 | 05838 05689 0.5541 0.5393 0.5246  0.5100 0.4956 0.4812  0.4670  0.4530
8 | 0.7160  0.7027  0.6892 0.6757 0.6620  0.6482  0.6343  0.6204  0.6065  0.5925
9 | 0.8202 0.8096 0.7988 0.7877 0.7764 0.7649 0.7531 0.7411 0.7290  0.7166
10 | 0.8942 0.8867 0.8788 0.8707 0.8622 0.8535 0.8445 0.8352 0.8257  0.8159
11 | 0.9420 0.9371 0.9319 0.9265 0.9208 0.9148 0.9085 0.9020 0.8952  0.8881
12 | 0.9703 0.9673 0.9642 0.9609 0.9573 0.9536 0.9496 0.9454  0.9409  0.9362
13 | 0.9857 0.9841 0.9824 0.9805 0.9784 0.9762 0.9739 0.9714  0.9687  0.9658
14 | 09935 0.9927 0.9918 0.9908 0.9897 0.9886 0.9873 0.9859 0.9844  0.9827
15 | 0.9972  0.9969 0.9964 0.9959  0.9954 0.9948 0.9941  0.9934  0.9926  0.9918
16 | 0.9989  0.9987 0.9985 0.9983  0.9980 0.9978 0.9974  0.9971  0.9967  0.9963
17 | 0.9996  0.9995 0.9994 0.9993  0.9992  0.9991  0.9989  0.9988  0.9986  0.9984
18 | 0.9998  0.9998  0.9998  0.9997  0.9997  0.9996  0.9996  0.9995  0.9994  0.9993
19 | 09999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998  0.9998  0.9997
20 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(X <z) ot X ~P(})

x | 81 82 83 84 85 86 87 88 89 9.0
0 | 0.0003 0.0003 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 _0.0002 _0.0001 _ 0.0001
1 | 0.0028 0.0025 0.0023 0.0021 0.0019 0.0018 0.0016 0.0015 0.0014  0.0012
2 | 00127 00118 0.0109 0.0100 0.0093 0.0086 0.0079 0.0073  0.0068  0.0062
3 | 0.0396 0.0370 0.0346 0.0323 0.0301 0.0281 0.0262 0.0244  0.0228  0.0212
4 | 0.0940 0.0887 0.0837 0.0789 0.0744 0.0701  0.0660 0.0621 0.0584  0.0550
5 | 01822  0.1736  0.1653 0.1573 0.1496 0.1422 0.1352 0.1284 0.1219  0.1157
6 | 0.3013 0.2896 0.2781 0.2670 0.2562  0.2457 0.2355  0.2256  0.2160  0.2068
7 | 04391 04254 0.4119 0.3987 0.3856 0.3728 0.3602 0.3478  0.3357  0.3239
8 | 0.5786 05647  0.5507 0.5369 05231  0.5094 0.4958 0.4823  0.4689  0.4557
9 | 0.7041  0.6915 0.6788 0.6659 0.6530 0.6400 0.6269 0.6137  0.6006  0.5874
10 | 0.8058 0.7955 0.7850 0.7743  0.7634  0.7522  0.7409 0.7294 0.7178  0.7060
11 | 0.8807 0.8731 0.8652 0.8571 0.8487 0.8400 0.8311 0.8220 0.8126  0.8030
12 | 09313  0.9261 0.9207 0.9150 0.9091 0.9029 0.8965 0.8898 0.8829  0.8758
13 | 0.9628 0.9595 0.9561 0.9524 0.9486  0.9445 0.9403 0.9358 0.9311  0.9261
14 | 09810 0.9791 0.9771 0.9749  0.9726 0.9701  0.9675 0.9647 0.9617  0.9585
15 | 0.9908 0.9898 0.9887 0.9875 0.9862 0.9848 0.9832 0.9816 0.9798  0.9780
16 | 0.9958  0.9953  0.9947 0.9941  0.9934 0.9926 0.9918  0.9909  0.9899  0.9889
17 | 0.9982  0.9979  0.9977  0.9973  0.9970  0.9966  0.9962  0.9957  0.9952  0.9947
18 | 0.9992  0.9991  0.9990  0.9989  0.9987 0.9985 0.9983  0.9981  0.9978  0.9976
19 | 0.9997  0.9997  0.9996 0.9995  0.9995 0.9994  0.9993  0.9992  0.9991  0.9989
20 | 0.9999  0.9999  0.9998 0.9998  0.9998  0.9998  0.9997  0.9997  0.9996  0.9996
21 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9998  0.9998
22 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9999  0.9999
23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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P(X <z)ou X ~P())

X 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0
0 | 0.0001 0.0001 0.000 0.000 0.000l 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 _ 0.0000
1 | 0.0011 0.0010 0.0009 0.0009 0.0008 0.0007 0.0007 0.0006 0.0005 0.0005
2 | 0.0058 0.0053 0.0049 0.0045 0.0042 0.0038 0.0035 0.0033 0.0030  0.0028
3 | 0.0198 0.0184 0.0172 0.0160 0.0149 0.0138 0.0129 0.0120 0.0111  0.0103
4 | 0.0517 0.0486 0.0456 0.0429 0.0403 0.0378 0.0355 0.0333 0.0312  0.0293
5 | 0.1098 0.1041 0.0986 0.0935 0.0885 0.0838 0.0793 0.0750 0.0710  0.0671
6 | 0.1978 0.1892 0.1808 0.1727 0.1649 0.1574 0.1502 0.1433 0.1366  0.1301
7 | 0.3123  0.3010 0.2900 0.2792  0.2687 0.2584 0.2485 0.2388  0.2294  0.2202
8 | 0.4426 0.4296 0.4168 0.4042 0.3918 0.3796 0.3676 0.3558  0.3442  0.3328
9 | 0.5742 0.5611 0.5479  0.5349  0.5218  0.5089  0.4960 0.4832  0.4705  0.4579
10 | 0.6941 0.6820 0.6699 0.6576 0.6453 0.6329 0.6205 0.6080 0.5955  0.5830
11 | 07932  0.7832  0.7730 0.7626 0.7520 0.7412 0.7303 0.7193 0.7081  0.6968
12 | 0.8684 0.8607 0.85290 0.8448 0.8364 0.8279 0.8191 0.8101 0.8009 0.7916
13 | 0.9210 0.9156 0.9100 0.9042 0.8981 0.8919 0.8853 0.8786 0.8716  0.8645
14 | 0.9552  0.9517 0.9480 0.9441 0.9400 0.9357 0.9312 0.9265 0.9216 0.9165
15 | 0.9760 09738 0.9715 0.9691 0.9665 0.9638 0.9609 0.9579 0.9546  0.9513
16 | 0.9878 0.9865 0.9852 0.9838  0.9823  0.9806 0.9789 0.9770 0.9751  0.9730
17 | 0.9941 0.9934 0.9927 0.9919  0.9911  0.9902 0.9892 0.9881 0.9870  0.9857
18 | 0.9973 0.9969 0.9966 0.9962  0.9957  0.9952 0.9947 0.9941 0.9935  0.9928
19 | 0.9988 0.9986 0.9985 0.9983  0.9980 0.9978 0.9975 0.9972  0.9969  0.9965
20 | 0.9995 0.9994 0.9993 0.9992 0.9991 0.9990 0.9989  0.9987  0.9986  0.9984
21 | 0.9998 0.9998  0.9997  0.9997  0.9996 0.9996  0.9995  0.9995  0.9994  0.9993
22 | 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999 0.9998  0.9998  0.9998  0.9997  0.9997
23 1 1 1 1 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
24 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(X <z) ot X ~P(})

X 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 20.0
0 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 _0.0000 _0.0000
1 | 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
2 | 0.0012 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
3 | 0.0049 0.0023 0.0011 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
4 | 00151 0.0076 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004 0.0002 0.0001 0.0000  0.0000
5 | 0.0375 0.0203 0.0107 0.0055 0.0028 0.0014 0.0007 0.0003 0.0002  0.0001
6 | 0.0786 0.0458 0.0259 0.0142 0.0076 0.0040 0.0021 0.0010  0.0005  0.0003
7 | 0.1432 0.0895 0.0540 0.0316 0.0180 0.0100 0.0054 0.0029 0.0015  0.0008
8 | 0.2320 0.1550 0.0998 0.0621 0.0374 0.0220 0.0126 0.0071  0.0039  0.0021
9 | 0.3405 0.2424 0.1658 0.1094 0.0699 0.0433 0.0261 0.0154 0.0089  0.0050
10 | 0.4599 0.3472  0.2517 0.1757 0.1185 0.0774 0.0491 0.0304 0.0183  0.0108
11 | 0.5793 0.4616 0.3532 0.2600 0.1848 0.1270 0.0847 0.0549 0.0347  0.0214
12 | 0.6887 0.5760 0.4631 0.3585 0.2676 0.1931 0.1350 0.0917 0.0606  0.0390
13 | 0.7813 0.6815 0.5730 0.4644 0.3632 0.2745 0.2009 0.1426 0.0984  0.0661
14 | 0.8540 0.7720 0.6751 0.5704 0.4657 0.3675 0.2808 0.2081  0.1497  0.1049
15 | 0.9074 0.8444 0.7636 0.6694 0.5681 0.4667 0.3715 0.2867 0.2148  0.1565
16 | 0.9441 0.8987 0.8355 0.7559 0.6641 0.5660 0.4677 0.3751 0.2920 0.2211
17 | 0.9678 0.9370 0.8905 0.8272  0.7489  0.6593 0.5640 0.4686 0.3784  0.2970
18 | 0.9823 0.9626 0.9302 0.8826  0.8195 0.7423 0.6550 0.5622  0.4695  0.3814
19 | 0.9907 0.9787 0.9573 0.9235 0.8752 0.8122 0.7363 0.6509 0.5606  0.4703
20 | 0.9953 0.9884 0.9750 0.9521 0.9170 0.8682 0.8055 0.7307 0.6472  0.5591
21 | 0.9977 0.9939 0.9859 0.9712 0.9469 0.9108 0.8615 0.7991 0.7255  0.6437
22 | 0.9990 0.9970 0.9924 0.9833 0.9673 0.9418 0.9047 0.8551 0.7931  0.7206
23 | 0.9995 0.9985 0.9960 0.9907 0.9805 0.9633 0.9367 0.8989  0.8490  0.7875
24 | 0.9998 0.9993 0.9980 0.9950 0.9888 0.9777 0.9594 0.9317  0.8933  0.8432
25 | 0.9999  0.9997  0.9990 0.9974 0.9938 0.9869 0.9748 0.9554  0.9269  0.8878
26 1 0.9999  0.9995 0.9987  0.9967 0.9925 0.9848 0.9718 0.9514  0.9221
27 1 0.9999  0.9998  0.9994 0.9983  0.9959 0.9912 0.9827 0.9687  0.9475
28 1 1 0.9999  0.9997 0.9991 0.9978  0.9950 0.9897 0.9805 0.9657
29 1 1 1 0.9999  0.9996 0.9989 0.9973 0.9941 0.9882  0.9782
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1.3 Fonction de répartition de la loi Normale centrée réduite
— Si X ~ N (p,0?), alors f(z) = == exp (—3(=£)?), E(X) = p et Var(X) = o2,

. 271—0-2 . . ..
— On note quelquefois U la v. a. gaussienne centree—rédulte et ® sa fonction de répartition :
U~ N(0,1).

— La table qui suit donne les valeurs de la fonction de répartition empirique de la loi normale
centrée réduite ®(z) pour les valeurs de x positives.
— Pour les valeurs négatives de z, on utilisera la relation ®(z) =1 — &(—x).

O(z) =P(X <z)ou X ~N(0,1) et & = z1 + 2

z3
x1 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.00 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.10 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054  0.7088 0.7123  0.7157 0.7190  0.7224
0.60 | 0.7257  0.7291 0.7324  0.7357 0.7389  0.7422 0.7454 0.7486  0.7517  0.7549
0.70 | 0.7580  0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794  0.7823  0.7852
0.80 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 | 0.8159 0.8186  0.8212  0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365  0.8389

1.00 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.10 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790  0.8810  0.8830
1.20 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997  0.9015
1.30 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.40 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251  0.9265 0.9279  0.9292 0.9306  0.9319

1.50 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418  0.9429  0.9441
1.60 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535  0.9545
1.70 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582  0.9591 0.9599 0.9608 0.9616  0.9625  0.9633
1.80 | 0.9641 0.9649 0.9656  0.9664 0.9671  0.9678 0.9686 0.9693 0.9699  0.9706
1.90 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756  0.9761 0.9767

2.00 [ 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803  0.9808  0.9812  0.9817
2.10 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846  0.9850 0.9854  0.9857
2.20 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884  0.9887  0.9890
2.30 | 0.9893 0.9896 0.9898  0.9901 0.9904 0.9906  0.9909 0.9911 0.9913  0.9916
2.40 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927  0.9929 0.9931 0.9932 0.9934  0.9936

2.50 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.60 | 0.9953 0.9955 0.9956  0.9957 0.9959  0.9960 0.9961  0.9962 0.9963  0.9964
2.70 | 0.9965 0.9966  0.9967  0.9968 0.9969  0.9970 0.9971  0.9972  0.9973  0.9974
2.80 | 0.9974 0.9975 0.9976  0.9977 0.9977  0.9978  0.9979  0.9979  0.9980  0.9981
2.90 [ 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986

3.00 | 0.9987 0.9987  0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989  0.9989  0.9990  0.9990
3.10 | 0.9990  0.9991  0.9991  0.9991 0.9992  0.9992  0.9992  0.9992  0.9993  0.9993
3.20 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.30 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996  0.9996  0.9996  0.9997
3.40 | 0.9997  0.9997  0.9997  0.9997  0.9997  0.9997 0.9997  0.9997  0.9997  0.9998

3.50 [ 0.9998  0.9998 0.9998  0.9998 0.9998  0.9998 0.9998  0.9998  0.9998  0.9998
3.60 | 0.9998  0.9998 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
3.70 | 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
3.80 [ 0.9999  0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
3.90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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1.4 Fractiles de la loi Normale centrée réduite

Pour les valeurs de o < 0.5, on utilisera la relation u, = —u1_q

Uy = 1) ol a = a1 + g
(D)

o1 0.000 __0.001 __0.002 __0.003 __0.004 _ 0.005 __0.006 _ _0.007 __0.008 _ 0.009
0.500 | 0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0201 _ 0.0226
0.510 | 0.0251 0.0276 0.0301 0.0326 0.0351 0.0376 0.0401 0.0426 0.0451  0.0476
0.520 | 0.0502 0.0527 0.0552 0.0577 0.0602 0.0627 0.0652 0.0677 0.0702  0.0728
0.530 | 0.0753 0.0778 0.0803 0.0828 0.0853 0.0878  0.0904 0.0929  0.0954  0.0979
0.540 | 0.1004 0.1030 0.1055 0.1080 0.1105 0.1130 0.1156 0.1181 0.1206  0.1231
0.550 | 0.1257 0.1282 0.1307 0.1332  0.1358  0.1383  0.1408 0.1434 0.1459 0.1484
0.560 | 0.1510 0.1535 0.1560 0.1586 0.1611 0.1637 0.1662 0.1687 0.1713  0.1738
0.570 | 0.1764 0.1789  0.1815 0.1840 0.1866 0.1891 0.1917 0.1942 0.1968  0.1993
0.580 | 0.2019 0.2045 0.2070 0.2096 0.2121  0.2147  0.2173  0.2198  0.2224  0.2250
0.590 | 0.2275  0.2301  0.2327  0.2353  0.2378  0.2404  0.2430  0.2456  0.2482  0.2508
0.600 | 0.2533 0.2559  0.2585 0.2611  0.2637  0.2663  0.2689  0.2715 0.2741  0.2767
0.610 | 0.2793 0.2819  0.2845 0.2871  0.2898  0.2924  0.2950  0.2976  0.3002  0.3029
0.620 | 0.3055 0.3081 0.3107 0.3134 0.3160 0.3186 0.3213  0.3239  0.3266  0.3292
0.630 | 0.3319 0.3345 0.3372  0.3398  0.3425 0.3451  0.3478  0.3505 0.3531  0.3558
0.640 | 0.3585 0.3611 0.3638 0.3665 0.3692 0.3719  0.3745 0.3772  0.3799  0.3826
0.650 | 0.3853  0.3880 0.3907 0.3934  0.3961 0.3989  0.4016 0.4043  0.4070  0.4097
0.660 | 0.4125 0.4152 0.4179  0.4207 0.4234 0.4261 0.4289  0.4316  0.4344  0.4372
0.670 | 0.4399  0.4427 0.4454 0.4482 0.4510 0.4538  0.4565 0.4593  0.4621  0.4649
0.680 | 0.4677 0.4705 0.4733 0.4761 0.4789  0.4817  0.4845 0.4874  0.4902  0.4930
0.690 | 0.4959 0.4987 0.5015 0.5044 0.5072 0.5101 0.5129 0.5158 0.5187 0.5215
0.700 | 0.5244 0.5273  0.5302 0.5330 0.5359  0.5388  0.5417 0.5446  0.5476  0.5505
0.710 | 0.5534  0.5563  0.5592  0.5622 0.5651 0.5681 0.5710 0.5740 0.5769  0.5799
0.720 | 0.5828 0.5858 0.5888 0.5918 0.5948 0.5978  0.6008 0.6038  0.6068  0.6098
0.730 | 0.6128 0.6158 0.6189 0.6219 0.6250 0.6280 0.6311 0.6341 0.6372  0.6403
0.740 | 0.6433 0.6464 0.6495 0.6526 0.6557 0.6588  0.6620 0.6651 0.6682  0.6713
0.750 | 0.6745 0.6776 0.6808 0.6840 0.6871  0.6903  0.6935 0.6967 0.6999  0.7031
0.760 | 0.7063 0.7095 0.7128 0.7160 0.7192  0.7225 0.7257 0.7290 0.7323  0.7356
0.770 | 0.7388 0.7421  0.7454 0.7488 0.7521 0.7554 0.7588 0.7621  0.7655 0.7688
0.780 | 0.7722  0.7756  0.7790  0.7824  0.7858  0.7892  0.7926  0.7961  0.7995  0.8030
0.790 | 0.8064 0.8099 0.8134 0.8169 0.8204 0.8239  0.8274 0.8310 0.8345  0.8381
0.800 | 0.8416 0.8452 0.8488 0.8524 0.8560 0.8596 0.8633 0.8669 0.8705  0.8742
0.810 | 0.8779 0.8816 0.8853 0.8890 0.8927 0.8965 0.9002  0.9040 0.9078  0.9116
0.820 | 0.9154 0.9192 0.9230 0.9269 0.9307 0.9346  0.9385 0.9424  0.9463  0.9502
0.830 | 0.9542 0.9581 0.9621 0.9661 0.9701 0.9741 0.9782  0.9822  0.9863  0.9904
0.840 | 0.9945 0.9986 1.0027 1.0069 1.0110 1.0152 1.0194 1.0237 1.0279  1.0322
0.850 | 1.0364 1.0407 1.0450 1.0494 1.0537 1.0581 1.0625 1.0669 1.0714  1.0758
0.860 | 1.0803 1.0848  1.0893 1.0939 1.0985 1.1031 1.1077 1.1123 1.1170 1.1217
0.870 | 1.1264 1.1311 1.1359 1.1407 1.1455 1.1503 1.1552 1.1601 1.1650  1.1700
0.880 | 1.1750 1.1800 1.1850 1.1901 1.1952 1.2004 1.2055 1.2107 1.2160 1.2212
0.890 | 1.2265 1.2319 1.2372  1.2426  1.2481 1.2536 1.2591 1.2646 1.2702 1.2759
0.900 | 1.2816 1.2873  1.2930 1.2988  1.3047 1.3106 1.3165 1.3225 1.3285 1.3346
0.910 | 1.3408 1.3469 1.3532 1.3595 1.3658 1.3722  1.3787 1.3852 1.3917  1.3984
0.920 | 1.4051 1.4118 1.4187 1.4255 1.4325 1.4395 1.4466 1.4538 1.4611  1.4684
0.930 | 1.4758 1.4833  1.4909 1.4985 1.5063 1.5141 1.5220 1.5301 1.5382  1.5464
0.940 | 1.5548 1.5632 1.5718 1.5805 1.5893 1.5982 1.6072 1.6164 1.6258  1.6352
0.950 | 1.6449 1.6546 1.6646 1.6747 1.6849 1.6954 1.7060 1.7169 1.7279  1.7392
0.960 | 1.7507 1.7624 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119 1.8250 1.8384 1.8522  1.8663
0.970 | 1.8808 1.8957 1.9110 1.9268 1.9431 1.9600 1.9774 1.9954 2.0141  2.0335
0.980 | 2.0537 2.0749 2.0969 2.1201 2.1444 2.1701  2.1973  2.2262 2.2571  2.2904
0.990 | 2.3263 2.3656  2.4080 2.4573 2.5121 2.5758 2.6521 2.7478 2.8782  3.0902
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1.5 Fractiles de la loi du x?

Si X ~ x2, E(X) = v et Var(X) = 2v. Pour les valeurs de v > 50, on utilisera la relation

o = (e + VI —1)2/2.

2
Xv,a
«
v 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100 0.250 0.500 0.750 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
1 0.0000393  0.000157  0.000982  0.00393 0.0158 0.102  0.455 1.32 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 0.211 0.575 1.39 2.77 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 0.584 1.21 2.37 4.11 6.25 7.81 9.35 11.3 12.8
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.06 1.92 3.36 5.39 7.78 9.49 11.1 13.3 14.9
5 0.412 0.554 0.831 1.15 1.61 2.67 4.35 6.63 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7
6 0.676 0.872 1.24 1.64 2.20 3.45 5.35 7.84 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5
7 0.989 1.24 1.69 2.17 2.83 4.25 6.35 9.04 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 5.07 7.34 10.2 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 5.90 8.34 11.4 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 6.74 9.34 12.5 16.0 18.3 20.5 23.2 25.2
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 7.58 10.3 13.7 17.3 19.7 21.9 24.7 26.8
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 8.44 11.3 14.8 18.5 21.0 23.3 26.2 28.3
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 9.30 12.3 16.0 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 10.2 13.3 17.1 21.1 23.7 26.1 29.1 31.3
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 11.0 14.3 18.2 22.3 25.0 27.5 30.6 32.8
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 11.9 15.3 19.4 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.1 12.8 16.3 20.5 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.9 13.7 17.3 21.6 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2
19 6.84 7.63 8.91 10.1 11.7 14.6 18.3 22.7 27.2 30.1 32.9 36.2 38.6
20 7.43 8.26 9.59 10.9 12.4 15.5 19.3 23.8 28.4 31.4 34.2 37.6 40.0
21 8.03 8.90 10.3 11.6 13.2 16.3 20.3 24.9 29.6 32.7 35.5 38.9 41.4
22 8.64 9.54 11.0 12.3 14.0 17.2 21.3 26.0 30.8 33.9 36.8 40.3 42.8
23 9.26 10.2 11.7 13.1 14.8 18.1 22.3 27.1 32.0 35.2 38.1 41.6 44.2
24 9.89 10.9 12.4 13.8 15.7 19.0 23.3 28.2 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6
25 10.5 11.5 13.1 14.6 16.5 19.9 24.3 29.3 34.4 37.7 40.6 44.3 46.9
26 11.2 12.2 13.8 15.4 17.3 20.8 25.3 30.4 35.6 38.9 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 18.1 21.7 26.3 31.5 36.7 40.1 43.2 47.0 49.6
28 12.5 13.6 15.3 16.9 18.9 22.7 27.3 32.6 37.9 41.3 44.5 48.3 51.0
29 13.1 14.3 16.0 17.7 19.8 23.6 28.3 33.7 39.1 42.6 45.7 49.6 52.3
30 13.8 15.0 16.8 18.5 20.6 24.5 29.3 34.8 40.3 43.8 47.0 50.9 53.7
31 14.5 15.7 17.5 19.3 21.4 25.4 30.3 35.9 41.4 45.0 48.2 52.2 55.0
32 15.1 16.4 18.3 20.1 22.3 26.3 31.3 37.0 42.6 46.2 49.5 53.5 56.3
33 15.8 17.1 19.0 20.9 23.1 27.2 32.3 38.1 43.7 47.4 50.7 54.8 57.6
34 16.5 17.8 19.8 21.7 24.0 28.1 33.3 39.1 44.9 48.6 52.0 56.1 59.0
35 17.2 18.5 20.6 22.5 24.8 29.1 34.3 40.2 46.1 49.8 53.2 57.3 60.3
36 17.9 19.2 21.3 23.3 25.6 30.0 35.3 41.3 47.2 51.0 54.4 58.6 61.6
37 18.6 20.0 22.1 24.1 26.5 30.9 36.3 42.4 48.4 52.2 55.7 59.9 62.9
38 19.3 20.7 22.9 24.9 27.3 31.8 37.3 43.5 49.5 53.4 56.9 61.2 64.2
39 20.0 21.4 23.7 25.7 28.2 32.7 38.3 44.5 50.7 54.6 58.1 62.4 65.5
40 20.7 22.2 24.4 26.5 29.1 33.7 39.3 45.6 51.8 55.8 59.3 63.7 66.8
41 21.4 22.9 25.2 27.3 29.9 34.6 40.3 46.7 52.9 56.9 60.6 65.0 68.1
42 22.1 23.7 26.0 28.1 30.8 35.5 41.3 47.8 54.1 58.1 61.8 66.2 69.3
43 22.9 24.4 26.8 29.0 31.6 36.4 42.3 48.8 55.2 59.3 63.0 67.5 70.6
44 23.6 25.1 27.6 29.8 32.5 37.4 43.3 49.9 56.4 60.5 64.2 68.7 71.9
45 24.3 25.9 28.4 30.6 33.4 38.3 44.3 51.0 57.5 61.7 65.4 70.0 73.2
46 25.0 26.7 29.2 31.4 34.2 39.2 45.3 52.1 58.6 62.8 66.6 71.2 74.4
47 25.8 27.4 30.0 32.3 35.1 40.1 46.3 53.1 59.8 64.0 67.8 72.4 75.7
48 26.5 28.2 30.8 33.1 35.9 41.1 47.3 54.2 60.9 65.2 69.0 73.7 77.0
49 27.2 28.9 31.6 33.9 36.8 42.0 48.3 55.3 62.0 66.3 70.2 74.9 78.2
50 28.0 29.7 32.4 34.8 37.7 42.9 49.3 56.3 63.2 67.5 71.4 76.2 79.5
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1.6 Fractiles de la loi de Student

Pour les valeurs de o < 0.5, on utilisera la relation ¢, o = —t,1-q-
tl/,a
«
v 0.6 0.75 0.9 095  0.975 0.99 0.995 _ 0.9995
I 0.325 _1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.610
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303  6.965  9.925  31.599
3 0.277 0.765 1.638 2.353  3.182  4.541  5.841  12.924
4 0.271 0.741 1.533 2132  2.776  3.747  4.604 8.610
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2571  3.365  4.032 6.869
6 0.265 0.718 1.440 1.943 2447  3.143  3.707 5.959
7 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365  2.998  3.499 5.408
8 0.262 0.706 1.397 1.860 2.306  2.896  3.355 5.041
9 0.261 0.703 1.383 1.833  2.262  2.821  3.250 4.781
10 | 0.260 0.700 1.372 1.812  2.228  2.764  3.169 4.587
11 | 0.260 0.697 1.363 1.796  2.201  2.718  3.106 4.437
12 | 0.259 0.695 1.356 1.782 2179  2.681  3.055 4.318
13 | 0.259 0.694 1.350 1.771  2.160  2.650  3.012 4.221
14 | 0.258 0.692 1.345 1.761  2.145  2.624  2.977 4.140
15 | 0.258 0.691 1.341 1.753  2.131  2.602  2.947 4.073
16 | 0258 0.690 1.337 1.746  2.120  2.583  2.921 4.015
17 | 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110  2.567  2.898 3.965
18 | 0.257 0.688 1.330 1.734  2.101  2.552  2.878 3.922
19 | 0.257 0.688 1.328 1.729  2.093  2.539  2.861 3.883
20 | 0.257 0.687 1.325 1.725  2.086  2.528  2.845 3.850
21 | 0.257 0.686 1.323 1.721  2.080  2.518  2.831 3.819
22 | 0.256 0.686 1.321 1.717  2.074 2508  2.819 3.792
23 | 0.256 0.685 1.319 1.714  2.069  2.500  2.807 3.768
24 | 0.256 0685 1.318 1.711  2.064  2.492  2.797 3.745
25 | 0.256 0.684 1.316 1.708  2.060  2.485  2.787 3.725
26 | 0.256 0.684 1.315 1.706  2.056 2479  2.779 3.707
27 | 0.256 0.684 1.314 1.703  2.052  2.473  2.771 3.690
28 | 0.256 0.683 1.313 1.701  2.048 2467  2.763 3.674
20 | 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2462  2.756 3.659
30 | 0.256 0.683 1.310 1.697  2.042 2457  2.750 3.646
40 | 0.255 0.681 1.303 1.684  2.021  2.423  2.704 3.551
60 | 0.254 0.679 1.296 1.671  2.000  2.390  2.660 3.460
120 | 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980  2.358  2.617 3.373
1000 | 0.253 0.675 1.282 1.646 1.962  2.330  2.581 3.300
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78 CHAPITRE 4. ANNEXES

4.2.2 Test des rangs signés

Attention : les bornes délimitent la zone de rejet (bilatérale) et font partie de la zone de rejet : il faut donc
rejeter H lorsque la statistique de test est inférieure ou égale a la borne inférieure ou supérieure ou égale a la borne
supérieure.

ST2238 Introductory Biostatistics

Critical values for the Wilcoxon signed rank test

This table gives critical values for the Wilcoxon signed rank test for sample sizes n of 20 or less for the hypothesis
that the median of the population is zero. The tabulated values are the values of the test statistic W beyond
which the p-value is less than the column heading. For n > 20, W is approximately normally distributed with
mean n(n + 1)/4 and variance n(n + 1)(2n + 1)/24, and so the p-value can be determined by comparing

W—-n(n+1)/4

Z=_ 2 ZMRTJ/Z
n(n+1)(2n+1)/24

to the standard normal tables. The tabulated p-values are for the two-sided alternative.

n 5% 1%

6 0 21

7 2 26

8 3 33 0 36
9 5 40 1 44
10 8 47 3 52
11 10 56 5 61
12 13 65 7 71

14 21 84 12 93
15 25 95 15 105

17 34 119 23 130
18 40 131 27 144
19 46 144 32 158
20 52 158 37 173

Created by Alex Cook, National University of Singapore Page 1



4.2. TABLES STATISTIQUES

4.2.3 Test du signe

ST2238 Introductory Biostatistics

p-values for the sign test

This table gives p-values for the sign test for sample sizes n of 20 or less for the hypothesis that the median of
the population is zero. The tabulated values are the p-values corresponding to the values of the test statistic,
C, where C is the number of positives in the sample. If any data are equal to 0, they should be omitted and
the sample size reduced accordingly. For n > 20, C' is approximately normally distributed with mean p = n/2
and variance s> =n /4, and so the p-value can be approximately computed by comparing 2C/n — 1 to standard
normal tables. For n < 4, p-values are always more than 6%. The tabulated p-values are for the two-sided
alternative.

n=>5 n =12 n=17
c C p C C p C C p
0 5 000625 0 12 0.0005 0 17 0.0000
1 4 03750 1 11 0.0063 1 16 0.0003
2 3 1.0000 2 10 0.0386 2 15 0.0023
3 9 0.1460 3 14 0.0127
n=6 4 8 0.3877 4 13 0.0490
c c P 5 7 07744 5 12 0.1435
0 6 00313 6 1.0000 6 11 0.3323
1 5 02188 710 0.6291
2 4 0.6875 n=13 8 9 1.0000
3 1.0000 c c p
0 13 0.0002
n="7 1 12 0.0034 n=18
c c » 2 11 00225 ¢ ¢ P
0 7 00156 310 0.0923 0 18 0.0000
1 6 01250 49 0.2668 117 0.0001
2 5 04531 5 8 05811 2 16 0.0013
3 4 1.0000 6 7 1.0000 3 15 0.0075
4 14 0.0309
nes ne14 5 13 0.0963
c o » c ¢ » 6 12 0.2379
0 8 0.0078 0 14 0.0001 7 11 0.4807
1 7 00703 1 13 0.0018 8 10 0.8145
2 6 02801 2 12 0.0129 9 1.0000
3 5 0.7266 3 11 0.0574
4 1.0000 4 10 01796 =19
5 9 0.4240 c C »
n=9 6 8 0.7905 019 0.0000
c c p 7 1.0000 118 00001
09 00039 217 0.0007
1 8 00391 n=15 316 00044
27 01797 ¢ ¢ P 4 15 00192
3 6 05078 0 15 0.0001 514 00636
4 5 1.0000 1 14 0.0010 6 13 01671
2 1300074 7 12 0.3593
n=10 3 12 0.0352 8 11 06176
¢ < D 4 11 0.1185 9 10 1.0000
0 10 0.0020 5 10 0.3018
19 00215 6 9 0.6072
2 8 01094 78 1.0000 n=20
37 0.3438 c C p
4 6 07539 n=16 0 20 0.0000
5 1.0000 c c p 1 19  0.0000
0 16 0.0000 2 18 0.0004
n=11 1 15 0.0005 3 17 0.0026
c » 2 14 0.0042 4 16 00118
0 11 0.0010 3 13 0.0213 5 15  0.0414
110 00117 4 12 00768 6 14 01153
2 9 0.0654 5 11 0.2101 713 0.2632
3 8 0.2266 6 10 0.4545 8 12 0.5034
47 0.5488 79 0.8036 9 11 0.8238
5 6 1.0000 8 1.0000 10 1.0000

Created by Alex Cook, National University of Singapore Page 1



80

4.2.4 Test de Wilcoxon (2 populations)

CHAPITRE 4. ANNEXES

Attention : les bornes délimitent la zone de rejet (bilatérale), et il faut donc rejeter Hy lorsque la statistique de

test tombe sur ces bornes.

ST2238 Introductory Biostatistics

Critical values for the Wilcoxon rank sum test

This table gives critical values for the Wilcoxon rank sum test for two samples both of size 10 or less for the
hypothesis that the two populations have the same underlying distributions. The tabulated values are the values
of the test statistic R equal to the sum of the ranks in the smaller sample (with sample size ng) beyond which
the p-value is less than the column heading (the larger sample is of size np). The tabulated p-values are for the

two-sided alternative.

For larger samples, R is approximately normally distributed with mean pr = ns(ns+mng+1)/2 and variance

% = (nsnp)(ns +np +1)/12, and so the p-value can be determined by comparing

R—p
g = T HR
OR
to the standard normal tables.
ng ng 5% 1%

4 4 10 26
5 4 11 29 — —
5 5 17 38 15 40
6 4 12 32 10 34
6 5 18 42 16 44
6 6 26 52 23 55
7 4 13 35 10 38
7 5 20 45 16 49
7 6 27 57 24 60
7 7 36 69 32 73
8 4 14 38 11 41
8 5 21 49 17 53
8 6 29 61 25 65
8 7 38 74 34 78
8 8 49 87 43 93
9 4 14 42 11 45
9 5 22 53 18 57
9 6 31 65 26 70
9 7 40 79 35 84
9 8 51 93 45 99
9 9 62 109 56 115
10 4 15 45 12 48
10 5 23 57 19 61
10 6 32 70 27 75
10 7 42 84 37 89
10 8 53 99 47 105
10 9 65 115 58 122
10 100 78 132 71 139

Created by Alex Cook, National University of Singapore

Page 1



4.2. TABLES STATISTIQUES

4.2.5 Test de Shapiro-Wilk (normalité)

Ces tables sont dues a Christophe Chesneau http://www.math.unicaen.fr/~chesneau/.

(Table 9) Coefficients de Shapiro-Wilk

Les colonnes des tableaux ci-dessous donnent les coefficients de Shapiro-Wilk (ay,...,a,) ol p est Uentier tel que n = 2p
oun = 2p + 1 selon la parité de n.

e [ e[ o ]
1 0,7071 [ 0,7071 | 0,6872 | 0,6646 | 0,6431 | 0,6233 | 0,6052 | 0,5888 | 0,5739
2 0,167 | 0,2413 | 0,2806 | 0,3031 | 0,3164 | 0,3244 | 0,3291
3 0,0875 | 0,1401 | 0,1743 | 0,1976 | 0,2141
4 0,0561 | 0,0947 | 0,1224
5 0,0399
N 11 ‘ 12 ‘ 13 ‘ 14 ‘ 15 ‘ 16 ‘ 17 ‘ 18 ‘ 19 ‘ 20 ‘

0,5601 | 0,5475 | 0,5359 | 0,5251 | 0,5150 | 0,5056 | 0,4963 | 0,4886 | 0,4808 | 0,4734
0,3315 | 0,3325 | 0,3325 | 0,3318 | 0,3306 | 0,3290 | 0,3273 | 0,3253 | 0,3232 | 0,3211
0,2260 | 0,2347 | 0,2412 | 0,2460 | 0,2495 | 0,2521 | 0,2540 | 0,2553 | 0,2561 | 0,2565
0,1429 | 0,1586 | 0,1707 | 0,1802 | 0,1878 | 0,1939 | 0,1988 | 0,2027 | 0,2059 | 0,2085
0,1353 | 0,1447 | 0,1524 | 0,1587 | 0,1641 | 0,1686
0,0303 | 0,0539 | 0,0727 | 0,0880 | 0,1005 | 0,1109 | 0,1197 | 0,1271 | 0,1334
0,0240 | 0,0433 | 0,0593 | 0,0725 | 0,0837 | 0,0932 | 0,1013
0,0196 | 0,0359 | 0,0496 | 0,0612 | 0,0711
0,0163 | 0,0303 | 0,0422
0,0140

olowo| || o | w| |~
o
(=]
(=23
=}
ot
=
(=3
=}
|3
)
o
=
(=3
=}
<o
L
=
[\
g
S

—
o

21‘22‘23‘24‘25‘26‘27‘28‘29‘30‘

1 0,4643 | 0,4590 | 0,4542 | 0,4493 | 0,4450 | 0,4407 | 0,4366 | 0,4328 | 0,4291 | 0,4254
2 0,3185 | 0,3156 | 0,3126 | 0,3098 | 0,3069 | 0,3043 | 0,3018 | 0,2092 | 0,2968 | 0,2944
3 0,2578 | 0,2571 | 0,2563 | 0,2554 | 0,2543 | 0,2533 | 0,2522 | 0,2510 | 0,2499 | 0,2487
4 0,2119 | 0,2131 | 0,2139 | 0,2145 | 0,2148 | 0,2151 | 0,2152 | 0,2151 | 0,2150 | 0,2148
5 0,1736 | 0,1764 | 0,1787 | 0,1807 | 0,1822 | 0,1836 | 0,1848 | 0,1857 | 0,1064 | 0,1870
6 0,1399 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1512 | 0,1539 | 0,1563 | 0,1584 | 0,1601 | 0,1616 | 0,1630
7 0,1092 | 0,1150 | 0,1201 | 0,1245 | 0,1283 | 0,1316 | 0,1346 | 0,1372 | 0,1395 | 0,1415
3 0,0804 | 0,0878 | 0,0941 | 0,0997 | 0,1046 | 0,1089 | 0,1128 | 0,1162 | 0,1192 | 0,1219
9 0,0530 | 0,0618 | 0,0696 | 0,0764 | 0,0823 | 0,0876 | 0,0923 | 0,0965 | 0,1002 | 0,1036
10 0,0263 | 0,0368 | 0,0459 | 0,0539 | 0,0610 | 0,0672 | 0,0728 | 0,0778 | 0,0822 | 0,0862
11 0,0122 | 0,0228 | 0,0321 | 0,0403 | 0,0476 | 0,0540 | 0,0598 | 0,0650 | 0,0697
12 0,0107 | 0,0200 | 0,0284 | 0,0358 | 0,0424 | 0,0483 | 0,0537
13 0,0094 | 0,0178 | 0,0253 | 0,0320 | 0,0381
14 0,0084 | 0,0159 | 0,0227

—
ot

0,0076

C. Chesneau 9
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(Table 10) Valeurs de Shapiro-Wilk

CHAPITRE 4. ANNEXES

Les valeurs intérieures du tableau ci-dessous donnent les coefficient wq, ,, utilisé dans le test de Shapiro-Wilk. Ici, n est la
taille de ’échantillon et « est la valeur du risque.

C. Chesneau

N 0,05 | 0,01 ‘
3 0,767 | 0,753
4 0,748 | 0,687
5 0,762 | 0,686
6 0,788 | 0,713
7 0,803 | 0,730
8 0,818 | 0,749
9 0,829 | 0,764
10 0,842 | 0,781
11 0,850 | 0,792
12 0,859 | 0,805
13 0,856 | 0,814
14 0,874 | 0,825
15 0,881 | 0,835
16 0,837 | 0,844
17 0,892 | 0,851
18 0,897 | 0,858
19 0,901 | 0,863
20 0,905 | 0,868
21 0,908 | 0,873
22 0,911 | 0,878
23 0,914 | 0,881
24 0,916 | 0,884
25 0,918 | 0,888
26 0,920 | 0,891

10

N 0,05 ‘ 0,01 ‘
27 0,923 | 0,894
28 0,924 | 0,896
29 0,926 | 0,398
30 0,927 | 0,900
31 0,929 | 0,902
32 0,930 | 0,904
33 0,931 | 0,906
34 0,933 | 0,908
35 0,934 | 0,910
36 0,935 | 0,912
37 0,936 | 0,914
38 0,938 | 0,916
39 0,939 | 0,917
40 0,940 | 0,919
11 0,941 | 0,920
42 0,042 | 0,922
43 0,943 | 0,923
44 0,044 | 0,924
15 0,945 | 0,926
46 0,945 | 0,927
47 0,946 | 0,928
18 0,947 | 0,929
49 0,947 | 0,929
50 0,947 | 0,930
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4.2.6 Test de Friedman

Critical values for the Friedman Test

12 2
=m2R; —3n(k+1)
k=3 k=4 k=5 k=6
n a=5% a=1% a=5% a=1% a=5% a=1% a=5% a=1%
2 — — 6.000 — 7.600 8.000 9.143 9.714
3 6.000 — 7.400 9.000 8.533 10.130 9.857 11.760
4 6.500 8.000 7.800 9.600 8.800 11.200 10.290 12.710
5 6.400 8.400 7.800 9.960 8.960 11.680 10.490 13.230
6 7.000 9.000 7.600 10.200 9.067 11.870 10.570 13.620
7 7.143 8.857 7.800 10.540 9.143 12.110 10.670 13.860
8 6.250 9.000 7.650 10.500 9.200 13.200 10.710 14.000
9 6.222 9.556 7.667 10.730 9.244 12.440 10.780 14.140
10 6.200 9.600 7.680 10.680 9.280 12.480 10.800 14.230
11 6.545 9.455 7.691 10.750 9.309 12.580 10.840 14.320
12 6.500 9.500 7.700 10.800 9.333 12.600 10.860 14.380
13 6.615 9.385 7.800 10.850 9.354 12.680 10.890 14.450
14 6.143 9.143 7.714 10.890 9.371 12.740 10.900 14.490
15 6.400 8.933 7.720 10.920 9.387 12.800 10.920 14.540
16 6.500 9.375 7.800 10.950 9.400 12.800 10.960 14.570
17 6.118 9.294 7.800 10.050 9.412 12.850 10.950 14.610
18 6.333 9.000 7.733 10.930 9.422 12.890 10.950 14.630
19 6.421 9.579 7.863 11.020 9.432 12.880 11.000 14.670
20 6.300 9.300 7.800 11.100 9.400 12.920 11.000 14.660
oo 5.991 9.210 7.815 11.340 9.488 13.280 11.070 15.090

For values of n greater than 20 and/or values of k greater than 6, use xz tables with k-1 degrees

of freedom
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4.2.7 Test de Kolmogorov-Smirnov

CHAPITRE 4. ANNEXES

Critical values, dyjpna;(n)?, of the maximum absolute difference between sample F,(x) and population F(x)

cumulative distribution.

Level of significance, o

Number of
trials, n 0.10 0.05 0.02 0.01
1 0.95000 0.97500 0.99000 0.99500
2 0.77639 0.84189 0.90000 0.92929
3 0.63604 0.70760 0.78456 0.82900
4 0.56522 0.62394 0.68887 0.73424
5 0.50945 0.56328 0.62718 0.66853
6 0.46799 0.51926 0.57741 0.61661
7 0.43607 0.48342 0.53844 0.57581
8 0.40962 0.45427 0.50654 0.54179
9 0.38746 0.43001 0.47960 0.51332
10 0.36866 0.40925 0.45662 0.48893
11 0.35242 0.39122 0.43670 0.46770
12 0.33815 0.37543 0.41918 0.44905
13 0.32549 0.36143 0.40362 0.43247
14 0.31417 0.34890 0.38970 0.41762
15 0.30397 0.33760 0.37713 0.40420
16 0.29472 0.32733 0.36571 0.39201
17 0.28627 0.31796 0.35528 0.38086
18 0.27851 0.30936 0.34569 0.37062
19 0.27136 0.30143 0.33685 0.36117
20 0.26473 0.29408 0.32866 0.35241
21 0.25858 0.28724 0.32104 0.34427
22 0.25283 0.28087 0.31394 0.33666
23 0.24746 0.27490 0.30728 0.32954
24 0.24242 0.26931 0.30104 0.32286
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Critical values, dajpha;(n)?, of the maximum absolute difference between sample F,(x) and population F(x)
cumulative distribution.

Level of significance, «

Number of
trials, n 0.10 0.05 0.02 0.01

25 0.23768 0.26404 0.29516 0.31657
26 0.23320 0.25907 0.28962 0.31064
27 0.22898 0.25438 0.28438 0.30502
28 0.22497 0.24993 0.27942 0.29971
29 0.22117 0.24571 0.27471 0.29466
30 0.21756 0.24170 0.27023 0.28987
31 0.21412 0.23788 0.26596 0.28530
32 0.21085 0.23424 0.26189 0.28094
33 0.20771 0.23076 0.25801 0.27677
34 0.20472 0.22743 0.25429 0.27279
35 0.20185 0.22425 0.26073 0.26897
36 0.19910 0.22119 0.24732 0.26532
37 0.19646 0.21826 0.24404 0.26180
38 0.19392 0.21544 0.24089 0.25843
39 0.19148 0.21273 0.23786 0.25518
40P 0.18913 0.21012 0.23494 0.25205

4Values of d,(n) such that p(max)|F"(x) — F(x)|d*(n) = «.

bN> 40~ ;\ﬂ% :\/]32 ;\l?/l and :\l?/i for the four levels of significance.




86

CHAPITRE 4. ANNEXES



Chapitre 5

Exercices

5.1 TD1 - Estimation

Exercice 1

En 2011 en France, la durée moyenne des périodes de chomage était de 14 mois. En supposant que la durée
d’une période de chomage peut-&tre modélisée par une loi normale, de moyenne 14 et de variance 36, répondez aux
questions suivantes :

(i) quelles sont les limites de cette modélisation ?
(ii) quelle est la probabilité qu'une période de chdmage dure plus de 2 ans ?
(iii) quelle est la probabilité qu’une période de chdmage dure moins de 6 mois ?

(iv) quelle est la probabilité qu une période de chdmage dure entre 6 mois et 1 an?

Exercice 2

Mon opérateur de téléphonie mobile m’assure que 95% des SMS que j’envoie seront transmis en moins d’une
minute.

(i) Quelle est la probabilité qu’un SMS envoyé arrive en moins d’une minute ?

(i) Jenvoie chaque jour 2 SMS. Quelle est la probabilité que le nombre de SMS arrivés en moins d’une minute
soit: 0, 1,27

(iii) Le week-end, j’envoie cette fois 20 SMS par jour. Proposez une modélisation pour le nombre de SMS arrivés
en moins d’une minute.

(iv) Quelle est la probabilité pour que le dimanche, au moins la moitié de mes SMS arrive en moins d’une
minute ?

Exercice 3

Sur mon ordinateur, sous le logiciel R, j’ai tapé la commande suivante : round (rnorm(12,10,1),1)
J’ai alors obtenu le résultat suivant :

107 117 116 9.1 11.1 107 107 11.1 95 10.6 12.0 11.1

(i) Estimer la moyenne et la variance de la population dont sont issues ces observations.
(i1) Que fait ce code R?

Exercice 4

Une société de vente a distance demande a 1’un de ses ingénieurs marketing de modéliser le nombre d’appels
téléphoniques par heure recus sur le standard dédié aux commandes, dans le but d’optimiser la taille de celui-ci.
Les nombres d’appels, relevés sur une période de 53 heures, ont été les suivants :
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Nb d’appels z; ‘ 0
1

1|23 |4]5]|6]
Occurence N; | 5

\ 5 718 \ 9
[4]7 11 ]10]9|5[3]2]1
(i) Estimer le mode, la moyenne et la variance du nombre d’appels.

(i) Quelle type de loi proposez-vous pour décrire ce nombre d’appels ?

Exercice 5

Une société de vente a distance de matériel informatique s’intéresse au nombre journalier de connexions sur son
site internet. Sur une période de 10 jours, les nombres suivants ont été relevés :

759,750, 755, 756, 761, 765, 770, 752, 760, 767.

On suppose que ces résultats sont indépendants et identiquement distribués selon une loi normale d’espérance p et

de variance o2.

(i) Donner une estimation ponctuelle de I’espérance 1 et de la variance o du nombre journalier de connexions

(i) Construire un intervalle de confiance pour y avec les niveaux de confiance 0.90 et 0.99.

(iii) Quel niveau de confiance choisir pour avoir un intervalle de confiance deux fois plus étroit que celui obtenu
avec une confiance de 0.9 ?

(iv) Sur combien de jours aurait-on di relever le nombre de connexions pour que la longueur de I’intervalle de
confiance, de niveau de 95%, n’excéde pas 1 (en supposant que les estimations des moyennes et variances
ne changent pas).

(v) Supposons maintenant que I’on connaisse la variance, donnée par le constructeur : o> = 42 (en pratique,
cela n’arrive jamais...). Cela aurait-il un impact sur vos intervalles de confiances ?

Exercice 6

Une firme d’expertises en contrdle des matériaux a été mandaté par une société de gérance de projets de
construction pour évaluer la qualité d’'un mélange bitumineux provenant de deux usines. Il a été convenu d’ef-
fectuer une vérification par 115 metres cubes de béton et d’évaluer la résistance a la compression, a I’age de 3
jours, sur des cylindres standards. Les résultats de la résistance a la compression en kg/cm? pour les deux usines
se résument comme suit.

Usine 1 Usine 2
Nombres de cylindres ny =25 ng = 23

Moyenne empirique de la résistance | 77 = 90,6 | Zo =94,4

Variance empirique de la résistance | v? = 65,42 | v3 = 58,24

On suppose que la résistance a la compression est distribuée normalement quelque soit 1’usine de fabrication.
(1) Construire un intervalle de confiance pour la variabilité de la résistance a la compression du béton provenant
de chaque usine, au niveau de confiance 0.95.

(i) Peut-on en déduire que la variabilité de la résistance a la compression du béton provenant de chaque usine
est différente ?

(iii) Déterminer un intervalle de confiance pour le rapport des deux variances, 02 /02, avec un niveau de confiance
de 95%.

Exercice 7

Lors d’un sondage précédant les élections présidentielles, S00 personnes ont été interrogées. Bien que ce ne
soit pas le cas en pratique, on suppose pour simplifier les calculs que les 500 personnes constituent un échantillon
indépendant et identiquement distribué de la population francaise.

Sur les 500 personnes, 150 ont répondu vouloir voter pour le candidat C, et 140 pour le candidat Cs.
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(i) Donner une estimation ponctuelle des intentions de votes pour chaque candidat, sous la forme d’un pour-
centage.

(ii) Donner un intervalle de confiance a 95% pour chacun des deux intentions de votes.

(iii) Peut-on prédire I’élection d’un candidat ?

Exercice 8

Nous cherchons a modéliser le nombre de SMS recus pendant une séance de cours. Nous supposons que ce
nombre de SMS suit une loi de Poisson de parametre A. Nous cherchons a estimer le parametre A en construisant
I’estimateur du maximum de vraisemblance.

(1) Que représente \ ?
(i) Ecrire la fonction de vraisemblance d’un échantillon X1q,..., X,,.

(iii) Un relevé effectué sur 10 étudiants donne les nombres de SMS suivant : 1, 4, 1, 3, 1, 6, 3, 0, 0, O.
Représenter ces données sous la forme d’un histogramme. Calculer la vraisemblance en fonction de A pour
cet échantillon. Que vaut-elle pour A = 1 et A = 2? Quel est la valeur de A qui maximise la vraisemblance
de cet échantillon ?

(iv) Reprenons 1I’écriture générique de la vraisemblance d’un échantillon X1, ..., X,,. En écrivant le logarithme
de la vraisemblance, calculer théoriquement 1’estimateur 7" du maximum de vraisemblance.

(v) Déduisez-en I’estimation par maximum de vraisemblance de A.
(vi) Quels sont I’espérance et la variance de T'?
(vii) Calculer I’information de Fisher apporté sur le parametre A par un n—échantillon X, ..., X,,.

(viii) En déduire que I’estimateur 7" est un estimateur sans biais de variance minimale (i.e. efficace) de A.
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5.2 TD2 - Tests statistiques sur une population

Exercice 1

Un ingénieur risque crédit, employé dans une société spécialisée dans le crédit a la consommation, veut vérifier
I’hypothese selon laquelle la valeur moyenne des mensualités des clients de son portefeuille est de 200 euros. Un
échantillon aléatoire de 144 clients, prélevé aléatoirement dans la base de données, donne une moyenne empirique
Z = 193.74 et une estimation non biaisée de I’écart-type s = 48.24.

(1) Quelles sont les hypotheses statistiques associées a la problématique de 1’ingénieur et quel type de test faut-il
mettre en oeuvre pour I’aider a prendre une décision statistiquement correcte ?

(ii) Peut-il conclure, au risque 5% , que la valeur moyenne postulée des remboursements est correcte ?

(iii) Faites le schéma des régions de rejet et de non rejet de I’hypothese nulle Hj en y notant les valeurs critiques
calculées a la question précédente.

(iv) Représenter sur ce schéma la p, 474 associée a ce test. Que vaut-elle ?

(v) En utilisant 1a pyq.e, quelle aurait été la réponse a la question 2 pour un risque de premiére espece o = 10%.

Exercice 2

Dans le cours de Statistique Inférentielle en L3 MIASHS, il y a cette année 28 femmes sur 64 étudiants. En
considérant cette promotion comme représentative des étudiants en informatique et statistique, peut-on affirmer que
ce type de formation intéresse autant les hommes que les femmes ?

Exercice 3

Dans le cadre d’une étude sur la capacité d’apprentissage des adolescents, on recrute un échantillon de 30
adolescents pour une série de tests. Afin d’avoir un échantillon relativement homogeéne d’un point de vue du QI
(Quotient Intellectuel), le protocole statistique impose que 1’écart-type du QI n’excede pas les 20 points.

QI
131 108 8 96 8 126 128 107 119 87 103 110 125 77 90
109 109 129 95 117 107 102 83 114 72 99 103 97 109 97

(i) Donnez une estimation sans biais de 1’écart-type o de la population dont provient 1’échantillon de 30 ado-
lescents.

(ii)) L’hypothese selon laquelle I’écart-type ne doit pas excéder 20 est-elle acceptable pour un risque de premiere
espece a = 0.05? Quelles hypotheses devez-vous faire sur les données pour pouvoir répondre a cette
question ?

Exercice 4

La loi SRU impose aux communes de disposer de 25% de logement sociaux. Un département assure que, méme
s’il existe des disparités locales, elle respecte en moyenne le quota de logement sociaux. Les quotas relevés dans 10
villes du département sont les suivants :

Pourcentage de logements sociaux | 25.6 24.5 243 250 295 24.1 248 247 252 249

A partir de cet échantillon de données, diriez-vous que les communes de ce département respecte la loi (risque
a=25%)?

Exercice 5

Une société de vente a distance demande a 1’un de ses ingénieurs marketing de modéliser le nombre d’appels
téléphoniques par heure recus sur le standard dédié aux commandes, dans le but d’optimiser la taille de celui-ci.
Les nombres d’appels, relevés sur une période de 53 heures, ont été les suivants :

Nbdappelsa; [0 | 1]2|3 | 4 |5]6]|7]8]9etplus
Occurence N; | 1 |4 [ 711109 [5[3]2] 1
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(i) Estimer I’espérance et la variance du nombre d’appels. Quelle type de loi semble le mieux décrire ce nombre
d’appel ?

(ii) Tester I’ajustement a cette loi au risque 5%.

(iii) Sachant qu’une hotesse d’accueil téléphonique peut traiter jusqu’a 7 appels par heure, combien d’hotesses
doit-on employer pour pouvoir répondre & 95% des appels téléphoniques ?

Exercice 6

Sur 2000 personnes interrogées a Lyon, 1040 affirment utiliser régulie¢rement les transports en commun. Sur
1500 interrogées a Paris, 915 affirment la méme chose. Est-ce que ces résultats permettent de soutenir que les
Lyonnais et les Parisiens utilisent autant les transports en commun (risque de 5%) ?

Exercice 7

Un data scientist d’une société d’assurance est chargé d’étudier I’impact d’une campagne de publicité réalisée
dans 7 régions dans lesquelles la société est déja implantée. Pour ceci, il a extrait de la base de donnée, pour un
certain nombre d’agents généraux de chaque région, le nombre de nouveaux clients récoltés :

Région 1 2 3 4 5 6 7
Nb d’agents généraux 9 7 7 6 7 6 6
Nb moyen de nouveaux clients 26.88 2234 19.54 1895 27.17 25.87 25.72
Variance du nb de nouveaux clients | 13.54 12.59 12.87 1342 13.17 1256 12.64

L’ingénieur statisticien décide alors de réaliser une analyse de variance afin de tester si le facteur région a une
influence sur le nombre de nouveaux clients récoltés.

On appelle X} le nombre de nouveaux clients du i-&éme agent général de la région k. Soit n, le nombre d’agents
généraux de la région k, et K le nombre de régions (K = 7). Nous supposons que les variables aléatoires X, sont
normales, de moyenne iy, et de variance o.

Le probléme consiste donc a tester

Hy:phn=...=ug=p contre Hy : 31 <4, j < K t.q. p; # pj.
Soient :
1 ng ] B 1 K ng ) K
X =— X, et X=-— X, ou n= ng.

(i) Interpréter Xj, et X.

(ii) Enremarquant que X} — X = X} — X, + X}, — X, démontrer la formule d’analyse de variance :

1 K nyg 1 K ny 1 K
2+ i \2 i w2+ v )2
5 9) SRS SEEED ) DEIEATNESD SINE A S
k=11i=1 k=1 i=1 k=1
Vi 1% %

qui représente la décomposition de la variance totale V2 en la variance V3 due au facteur A (variance
inter-groupe) plus la variance résiduelle V2 (ou variance intra-groupe).

(iii) Calculer V2, V3 et V2.
(iv) Finaliser I’analyse de variance pour juger si la campagne de publicité a eu le méme impact dans toutes les
régions.



92 CHAPITRE 5. EXERCICES
5.3 TD3 - Tests statistiques sur deux populations

Exercice 1

On s’intéresse a la taille des jeunes enfants. En prélevant un échantillon au sein d’une école primaire, 41 garcons
et 61 filles de CP ont été mesurés. La taille moyenne des garcons de cet échantillon est de £; = 1.07m avec un
écart-type de v; = 8cm. La taille moyenne des filles est de £ = 1.04m avec un écart-type de vo = 9cm. De plus,
un test de Shapiro a été réalisé sur chacun des deux échantillons, et nous avons trouvés des p-value de 0.82 pour les
garcons et 0.21 pour les filles.

Peut-on affirmer, au CP, que les garcons sont plus grand que les filles (o = 5%)?

Exercice 2

On souhaite mesurer I’'influence de 1’alcool sur le temps de réaction au volant. Sur un échantillon aléatoire de 30
chauffeurs, le temps de réaction a été observé en laboratoire avec et sans consommation d’alcool (les 30 chauffeurs
ont été répartis aléatoirement). Les temps de réactions en secondes ont été rapportés dans le tableau suivant :

Sans | 0.68 0.64 068 0.82 0.58 080 0.72 065 0.84 073 065 059 0.78 0.67 0.65
Avec | 0.73 0.62 0.76 092 0.68 087 077 070 0.88 079 0.72 0.80 0.78 0.86 0.78

Peut on affirmer qu’il y a une influence de 1’alcool sur le temps de réaction (o = 5%)?

Exercice 3

On désire tester 1’effet d’un régime alimentaire. On a pesé 10 individus, avant et apres le régime. Voici les taux

obtenus :
Avant | 67 83 158 78 87 58 79 63 69 72

Apres | 66 84 121 76 82 58 77 64 68 70
Le régime a-t-il un effet?
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5.4 TPsousR

Exercice 1

Afin de sélectionner des candidats qui ont postulé a un emploi, le directeur d’une entreprise a fait passer un test
d’aptitude aux candidats, et il a noté le temps (en minutes) nécessaire a chacun des candidats pour répondre au test.
Parmi les 27 candidats, 15 étaient des hommes et 12 des femmes. Les résultats obtenus sont les suivants :

Hommes | 8,6 109 73 92 85 92 91 89 10,7 82 7,1 94 83 97 9.2
Femmes |83 72 87 67 103 68 98 89 96 86 67 75

(i) Peut-on dire que les variances des temps de réponse des hommes et des femmes sont identiques ?

(i1) Si la performance des candidats des deux sexes lors du test n’est évaluée que par le temps nécessaire pour
y répondre, peut-on affirmer qu’il y a une différence réelle entre la performance moyenne des candidats et
celle des candidates ?

Exercice 2

On s’intéresse au taux de fer présent dans le foie et le régime a suivre pour mieux contrdler ce taux. On souhaite
comparer 1’effet des 5 régimes. 11 s’agit d’une étude sur des souris. Le plan d’expérience consiste a assigner de
maniere aléatoire 9 souris pour chaque régime (on considere que la durée du régime est suffisamment grande pour
qu’elle efface les éventuelles différences entre les souris avant le régime). Les résultats obtenus sont :

A B C D E
223 559 450 135 140
1.14 096 392 1.06 1.51
263 696 1033 074 249
1.00 1.23 823 096 1.74
1.35 1.61 207 116 1.59
201 294 490 208 1.36
1.64 196 684 0.69 3.00
1.13  3.68 642 0.68 481
1.01 154 372 084 5.21

Remarque : On organisera les données sous la forme d’un tableau a deux colonnes : X = tau de fer, Y = type de
régime (variable qualitative = fonction R as. factor).

(i) Tracer sur un méme graphique :
— les 5 boites a moustaches correspondant aux 5 échantillons,
— les 5 fonction de répartition empiriques correspondant aux 5 échantillons.

(i) Est-ce qu’il y a une différence entre les régimes. On utilisera a la fois un test paramétrique (aprés avoir
rappelé les hypotheses faites) et un test non paramétrique.

Exercice 3

Sur 10 patients choisis au hasard on observe 1’évolution durant 5 jours du taux (en mg/litre sang) d’une certaine
substance.

(i) Tracer sur un méme graphique les 5 fonctions de répartition empiriques ainsi que les 5 boites a moustaches
correspondant aux 5 jours.

(i) Les données observées permettent-elles de conclure a une variation significative dans le temps du taux
mesuré.
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Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 PI0
Jour1 | 124 88 130 115 92 80 101 98 132 &5
Jour2 | 125 75 138 108 92 78 105 97 125 86
Jour3 | 117 73 133 108 92 74 101 92 124 83
Jour4 | 123 69 130 102 88 70 95 93 128 84
Jour5 | 119 70 127 98 88 70 95 93 125 85

Exercice 4

Deux populations de 42 et 50 individus sont utilisées pour étudier un traitement dont on ignore a priori 1’effet
possible (augmentation ou diminution de performances). Les mesures sont faites indépendamment les unes des

Classement mauvais moyen bon excellent
autres, et sont réparties en quatre classes : Groupe traité 4 6 17 15
Groupe controle 10 13 16 11

(i) Tracer sur le méme graphique les fonctions de répartitions empiriques associées aux deux groupes

(i) Peut-on rejeter I’hypothese que le traitement est sans effet ? Avec quel risque ?

Exercice 5

Des éleves de CM2 ont planché sur la méme dictée en 1987, 2007 et 2015. Le fichier dictée . x1sx donne,
mot par mot, le pourcentage d’erreur par année. Que pouvez-vous dire a partir de ces résultats ?
NB : utiliser le package x1sx et la fonction read . x1sx pour importer les données.

Exercice 6

On souhaite mesurer I’influence de 1’alcool sur le temps de réaction au volant. Sur un échantillon aléatoire de 30
chauffeurs, le temps de réaction a été observé en laboratoire avec et sans consommation d’alcool (les 30 chauffeurs
ont été réparti aléatoirement). Les temps de réactions en secondes ont été rapportés dans le tableau suivant :

Sans | 0.58 0.54 058 072 048 070 062 055 074 0.63 055 049 0.68 0.57 0.55
Avec | 0.73 0.62 0.66 092 068 087 077 070 088 079 0.72 0.60 0.78 0.66 0.68

(i) Tracer sur un méme graphique les fonctions de répartition empirique correspondant aux deux situations.

(ii) Peut on affirmer qu’il y a une influence de 1’alcool sur le temps de réaction (a = 5%)? On utilisera trois
tests différents, apres avoir rappelé les hypotheses de chacun.

Exercice 7

On désire tester 1’effet d’'un médicament censé réduire le taux de le cholesterol. On a mesuré le taux de choleste-
rol (g/1) chez 10 patients, avant la prise de ce médicament, et une semaine apres 1’avoir pris. Voici les taux obtenus :
Avant | 0.1 02 0.15 03 034 0.16 009 024 0.17 029
Apres | 0.8 0.18 0.12 02 03 021 0.12 0.16 0.17 0.22
Le médicament a-t-il un effet (o = 5%)?
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