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Neural network models



Neuron
A neuron is a model, with p features, which map the p inputs
x1, . . . , xp to an output y :
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2 Réseaux de neurones
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FIGURE 1 – Représentation d’un neurone formel.

1.2 Réseaux de neurones

Un réseau neuronal est l’association, en un graphe plus ou moins com-
plexe, d’objets élémentaires, les neurones formels. Les principaux réseaux se
distinguent par l’organisation du graphe (en couches, complets. . . ), c’est-à-dire
leur architecture, son niveau de complexité (le nombre de neurones, présence
ou non de boucles de rétroaction dans le réseau), par le type des neurones (leurs
fonctions de transition ou d’activation) et enfin par l’objectif visé : apprentis-
sage supervisé ou non, optimisation, systèmes dynamiques...

1.3 Neurone formel

De façon très réductrice, un neurone biologique est une cellule qui se ca-
ractérise par

• des synapses, les points de connexion avec les autres neurones, fibres
nerveuses ou musculaires ;

• des dentrites ou entrées du neurones ;
• les axones, ou sorties du neurone vers d’autres neurones ou fibres mus-

culaires ;
• le noyau qui active les sorties en fonction des stimulations en entrée.

Par analogie, le neurone formel est un modèle qui se caractérise par un état
interne s 2 S , des signaux d’entrée x1, . . . , xp et une fonction d’activation

s = h(x1, . . . , xp) = g

0
@↵0 +

pX

j=1

↵jxj

1
A = g(↵0 + ↵0x).

La fonction d’activation opère une transformation d’une combinaison affine
des signaux d’entrée, ↵0, terme constant, étant appelé le biais du neurone.
Cette combinaison affine est déterminée par un vecteur de poids [↵0, . . . ,↵p]
associé à chaque neurone et dont les valeurs sont estimées dans la phase d’ap-
prentissage. Ils constituent la mémoire ou connaissance répartie du réseau.

Les différents types de neurones se distinguent par la nature g de leur fonc-
tion d’activation. Les principaux types sont :

• linéaire g est la fonction identité,
• seuil g(x) = 1[0,+1[(x),
• sigmoïde g(x) = 1/(1 + ex),
• ReLU g(x) = max(0, x) (rectified linear unit)
• radiale g(x) =

p
1/2⇡ exp(�x2/2),

• stochastiques g(x) = 1 avec la probabilité 1/(1 + e�x/H), 0 sinon
(H intervient comme une température dans un algorithme de recuit
simulé),

• . . .
Les modèles linéaires, sigmoïdaux, ReLU, sont bien adaptés aux algo-

rithmes d’apprentissage impliquant (cf. ci-dessous) une rétro-propagation du
gradient car leur fonction d’activation est différentiable ; ce sont les plus utili-
sés. Le modèle à seuil est sans doute plus conforme à la réalité biologique mais
pose des problèmes d’apprentissage. Enfin le modèle stochastique est utilisé
pour des problèmes d’optimisation globale de fonctions perturbées ou encore
pour les analogies avec les systèmes de particules (machine de Bolzman).

2 Perceptron multicouche
Nous ne nous intéresserons dans ce cours qu’à une structure élémentaire

de réseau, celle dite statique ne présentant pas de boucle de rétroaction et dans
un but d’apprentissage supervisé. Les systèmes dynamiques, avec boucle de
rétroaction ainsi que les cartes de Kohonen ou cartes auto-organisatrices pour

Figure 1: Neuron representation

I Σ: linear combination of inputs
I g : activation function



A specific neuron: linear model

One neuron with linear activation function g(x) = x is the usual
linear model:

y = α0 +
p∑

j=1
αjx j

2 Réseaux de neurones
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Neural networks

A neural network is the association of several neurons, in a more or
less complex graph, characterized by:

I its architecture (layer . . . )
I its complexity (number of neurons, presence of loops)
I activation functions
I the objective: supervised or unsupervised learning . . .



Multilayer perceptron
I A multilayer perceptron is made up of layers
I Layer: set of neurons without connection between them
I It has an input layer, an output layer, and one or more

hidden layers
I The neurons are all connected at the input to each of the

neurons of the previous layer and at the output to each of the
neurons of the next layer

3 Réseaux de neurones
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FIGURE 2 – Exemple de perceptron multicouche élémentaire avec une couche
cachée et une couche de sortie.

la classification non supervisées ne sont pas abordés.

2.1 Architecture

Le perceptron multicouche (PMC) est un réseau composé de couches suc-
cessives. Une couche est un ensemble de neurones n’ayant pas de connexion
entre eux. Une couche d’entrée lit les signaux entrant, un neurone par entrée
xj , une couche en sortie fournit la réponse du système. Selon les auteurs, la
couche d’entrée qui n’introduit aucune modification n’est pas comptabilisée.
Une ou plusieurs couches cachées participent au transfert.

Dans un perceptron, un neurone d’une couche cachée est connecté en en-
trée à chacun des neurones de la couche précédente et en sortie à chaque neu-
rone de la couche suivante.

2.2 Fonction de transfert

Par souci de cohérence, les mêmes notations ont été conservées à tra-
vers les différents chapitres. Ainsi, les entrées d’un réseau sont encore no-
tées X1, . . . , Xp comme les variables explicatives d’un modèle tandis que les
poids des entrées sont des paramètres ↵,� à estimer lors de la procédure
d’apprentissage et que la sortie est la variable Y à expliquer ou cible du mo-
dèle.

Un perceptron multicouche réalise donc une transformation des variables
d’entrée :

Y = f(X1, . . . , Xp;↵)

où ↵ est le vecteur contenant chacun des paramètres ↵jk` de la jème entrée
du kème neurone de la `ème couche ; la couche d’entrée (` = 0) n’est pas
paramétrée, elle ne fait que distribuer les entrées sur tous les neurones de la
couche suivante.

Un théorème dit dapproximation universelle montre que cette structure élé-
mentaire à une seule couche cachée est suffisante pour prendre en compte les
problèmes classiques de modélisation ou apprentissage statistique. En effet,
toute fonction régulière peut être approchée uniformément avec une précision
arbitraire et dans un domaine fini de l’espace de ses variables, par un réseau de
neurones comportant une couche de neurones cachés en nombre fini possédant
tous la même fonction d’activation et un neurone de sortie linéaire. Attention,
ce résultat, qui semble contradictoire avec les structures d’apprentissage pro-
fond, est théorique, il masque des difficultés d’apprentissage et de stabilité pour
des problèmes complexes en très grande dimension.

De façon usuelle et en régression (Y quantitative), la dernière couche est
constituée d’un seul neurone muni de la fonction d’activation identité tandis
que les autres neurones (couche cachée) sont munis de la fonction sigmoïde.
En classification binaire, le neurone de sortie est muni également de la fonc-
tion sigmoïde tandis que dans le cas d’une discrimination à m classes (Y qua-
litative), ce sont m neurones avec fonction sigmoïde, un par classe, qui sont
considérés en sortie.

Figure 3: Multilayer perceptron with 1 hidden layer



Neural Network Auto-Regression (NNAR)

For non seasonal data:

I NNARp,k model:
I Inputs: lagged values of the time series xt−1, . . . , xt−p
I 1 hidden layer with k neurons
I sigmoïd activation function
I Rk: NNARp,0 = ARp

For seasonal data (of period T ), we add lagged values from the
same season as last observed values:

I NNAR(p,P,k)T model:
I Inputs: lagged values of the time series

xt−1, xt−2, . . . , xt−p, xt−T , xt−2T , . . . , xt−PT
I 1 hidden layer with k neurons
I sigmoïd activation function
I Rk: NNAR(p,P,0)T = SARIMA(p,0,0)(P,0,0)T
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nnetar function

Estimation of an NNAR(p,P,k)T with the forecast package:
nnetar(x, p, P, size=k)

I if p not specified, it is chosen automatically by minimizing AIC
of a linear ARp model

I if P not specified, P = 1 is chosen
I if k not specified, k = (p + P + 1)/2 is chosen

Other options:

I xreg allows to add external regressors
I lambda allows to use Box-Cox transformation



Neural Network Auto-Regression (NNAR)

I Advantage over a linear model (ARp):
I more flexible, modeling non-linear relation

I Dis-advantage over a linear model (ARp):
I none well-defined sochastic model -> prediction interval not

direct (need boostrap simulations, option PI=TRUE)
I not possible to integrate differecing



More Neural Network

More sophisticated neural networks for time series are Recurrent
Neural Network, and especially the famous long short-term memory
(LSTM) model



Example: sunspots

autoplot(sunspotarea)
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No seasonal but cyclic pattern ⇒ can not be modelized by usual
linear SARIMA models



Example: sunspots

NNARp,k model estimation, with automatic choice of p and k:
fit=nnetar(sunspotarea)
print(fit)

## Series: sunspotarea
## Model: NNAR(9,5)
## Call: nnetar(y = sunspotarea)
##
## Average of 20 networks, each of which is
## a 9-5-1 network with 56 weights
## options were - linear output units
##
## sigma^2 estimated as 9577



Example: sunspots

Forecasting for next 30 years:
autoplot(forecast(fit,h=30))
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I asymetric cyclicity as been modelled well



Exercice: San Francisco precipitation

San Fransisco precipitation from 1932 to 1966 are available here:
http://eric.univ-lyon2.fr/~jjacques/Download/DataSet/sanfran.dat

I Try to improve your forecasts obtained with exponential smoothing
and SARIMA models with neural network models

http://eric.univ-lyon2.fr/~jjacques/Download/DataSet/sanfran.dat


Time series regression models



Time series regression models

Let assume that you want to explain your serie xt according to k
features z1t , . . . , zkt :

xt = c + β1z1t + . . .+ βkzkt + εt .

Usual linear regression model assume that the error εt are
independent and identically distributed according: εt ∼ N (0, σ2).

Such model can be estimated with the usual lm function or with
?tslm



Time series regression models
In addition to the effect of external features, times series often
contain:

I a trend. A linear model including a linear trend can be written:

xt = c + β0t︸ ︷︷ ︸
trend

+β1z1t + . . .+ βkzkt︸ ︷︷ ︸
covariates

+εt .

I a seasonal pattern of period T . Corresponding regression
model is:

xt = c + β0t︸ ︷︷ ︸
trend

+ δ2d2t + . . .+ δT dTt︸ ︷︷ ︸
seasonal effect

+β1zt + . . .+ βkzkt︸ ︷︷ ︸
covariates

+εt .

where d2t , . . . , dTt are the dummy notations for the T − 1 days
of the period: djt = 1 if j = t and 0 otherwise. Note that the
effect of the first day d1t is included in the intercept, so djt is
the additional effet of day j in comparison with day 1.



Time series regression models

Let’s go back to the uschange time series
library(fpp2)
autoplot(uschange)
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Time series regression models

We want to predict Consumption using other times series
fit=tslm(Consumption~Income+Production+Unemployment+Savings,data=uschange)
summary(fit)

##
## Call:
## tslm(formula = Consumption ~ Income + Production + Unemployment +
## Savings, data = uschange)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -0.88296 -0.17638 -0.03679 0.15251 1.20553
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) 0.26729 0.03721 7.184 1.68e-11 ***
## Income 0.71449 0.04219 16.934 < 2e-16 ***
## Production 0.04589 0.02588 1.773 0.0778 .
## Unemployment -0.20477 0.10550 -1.941 0.0538 .
## Savings -0.04527 0.00278 -16.287 < 2e-16 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.3286 on 182 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.754, Adjusted R-squared: 0.7486
## F-statistic: 139.5 on 4 and 182 DF, p-value: < 2.2e-16



Time series regression models
We can add a trend and a seasonnal pattern
fit=tslm(Consumption~Income+Production+Unemployment+Savings+trend+season,data=uschange)
summary(fit)

##
## Call:
## tslm(formula = Consumption ~ Income + Production + Unemployment +
## Savings + trend + season, data = uschange)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -0.88653 -0.15100 -0.00713 0.14232 1.10178
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) 0.4535889 0.0717294 6.324 2e-09 ***
## Income 0.7093775 0.0419836 16.897 <2e-16 ***
## Production 0.0389018 0.0264104 1.473 0.1425
## Unemployment -0.2396921 0.1096766 -2.185 0.0302 *
## Savings -0.0450622 0.0027690 -16.274 <2e-16 ***
## trend -0.0010066 0.0004616 -2.181 0.0305 *
## season2 -0.1294052 0.0669461 -1.933 0.0548 .
## season3 -0.0602444 0.0671966 -0.897 0.3712
## season4 -0.1495544 0.0675787 -2.213 0.0282 *
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.322 on 178 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.769, Adjusted R-squared: 0.7586
## F-statistic: 74.06 on 8 and 178 DF, p-value: < 2.2e-16



Feature selection

As for any multivariate regression model, we have to select which
are the best features to include in the model.

Comparison between models can be done with usual criteria (AIC,
AICc, BIC, adjusted R2, . . . )
Those criterion can be obtained as follows:
CV(fit)

## CV AIC AICc BIC AdjR2
## 0.1141794 -413.0495738 -411.7995738 -380.7384876 0.7585933



Feature selection

In the previous model we have seen that Production is not
significant in the model.
We can remove it and compare the model to the previous one
fit2=tslm(Consumption~Income+Unemployment+Savings+trend+season,data=uschange)
CV(fit)

## CV AIC AICc BIC AdjR2
## 0.1141794 -413.0495738 -411.7995738 -380.7384876 0.7585933

CV(fit2)

## CV AIC AICc BIC AdjR2
## 0.1136653 -412.7840112 -411.7670620 -383.7040336 0.7570159

There is no evident difference between these models (better CV,
AIC, AICc and BIC, but worse AdjR2).



Feature selection

Stepwise selection procedure should be used to correctly select the
best set of features.

To the best of my knowledge, such procedures are not available for
the tslm function.

But you can use the lm function (with time and season as
covariates), and use usual stepwise function for lm as step or
stepAIC.



Checking the residuals

Usual checking of linear model can/should be done:
checkresiduals(fit,test=FALSE,plot=TRUE)
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Checking the residuals

including test of non correlation of the residuals
checkresiduals(fit,test='LB',plot=FALSE)

##
## Ljung-Box test
##
## data: Residuals from Linear regression model
## Q* = 23.979, df = 3, p-value = 2.524e-05
##
## Model df: 9. Total lags used: 12

Here the residual are correlated, which means that this regression
model (which assumes independent residuals) is not appropriated.



Dynamic regression model



Dynamic regression model

We saw in the previous model:

xt = c + β1z1t + . . .+ βkzkt + εt .

that the residuals εt are not independent.

Dynamic regression model modelizes the residuals with an
ARIMAp,d ,q model

The choice of the orders p, d , q can be done by examining the
residuals or automatically with the auto.arima function.
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Dynamic regression model

Let’s try for instance an ARIMA1,0,2:
fit=Arima(uschange[,'Consumption'],xreg=uschange[,'Income'],order=c(1,0,2))
summary(fit)

## Series: uschange[, "Consumption"]
## Regression with ARIMA(1,0,2) errors
##
## Coefficients:
## ar1 ma1 ma2 intercept xreg
## 0.6922 -0.5758 0.1984 0.5990 0.2028
## s.e. 0.1159 0.1301 0.0756 0.0884 0.0461
##
## sigma^2 estimated as 0.3219: log likelihood=-156.95
## AIC=325.91 AICc=326.37 BIC=345.29
##
## Training set error measures:
## ME RMSE MAE MPE MAPE MASE
## Training set 0.001714366 0.5597088 0.4209056 27.4477 161.8417 0.6594731
## ACF1
## Training set 0.006299231



Dynamic regression model

We can now check the residuals:
checkresiduals(fit,test=FALSE)
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Dynamic regression model

and test their autocorrelation:
checkresiduals(fit,plot=FALSE)

##
## Ljung-Box test
##
## data: Residuals from Regression with ARIMA(1,0,2) errors
## Q* = 5.8916, df = 3, p-value = 0.117
##
## Model df: 5. Total lags used: 8

It seems that all the auto-correlations of the residuals have been modelled
with this model.



Dynamic regression model
The model being validated, we can forecast the future !

Warning: since we use covariate, we should have the value of the
covariate for the future !
autoplot(forecast(fit,xreg=rep(mean(uschange[,2]),4)))
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Exercice: Electricty demand
Try to find the best model for forecasting electricity (using or not
covariates) demand
autoplot(elecdaily)
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Forecasting efficiency will be evaluated on the last 7 days, and will assume
that we dispose of a forecasting of the Temperature for the next 7 days
(WorkDay are of course also known).



Grouped time series models: VAR models



VAR models

I Data : bivariate time series (X1,t ,X2,t).

I We want to forecast both time series

I The idea is that each time series can help in forecasting the
other one.

I Vectoriel Auto-Regressive model VAR1 :

X1,t = c1 + ε1,t + a1,1X1,t−1 + a1,2X2,t−1,

X2,t = c2 + ε2,t + a2,1X1,t−1 + a2,2X2,t−1,

I High order model can be also considered VARp



Data usconsumption

We will work with data usconsumption
library(fpp)
data(usconsumption)
plot(usconsumption)
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Data usconsumption

We choose two last years as test data
us_app=ts(usconsumption[1:156,],start=c(1970,1),end=c(2008,4),frequency = 4)
us_test=ts(usconsumption[157:164,],start=c(2009,1),end=c(2010,4),frequency = 4)



VARp model

Function VARselect allows to choose the best VARp model according to
some criteria (among which AIC), for 1 ≤ p ≤ lag .max
library(vars)
VARselect(us_app, lag.max=8, type="const",season=4)

The option type allows to introduce a trend ("const", "trend",
"both", "none"), the option season for a seasonal pattern and exogen
for external covariates.



VARp model
library(vars)
VARselect(us_app, lag.max=8, type="const")

## $selection
## AIC(n) HQ(n) SC(n) FPE(n)
## 5 1 1 5
##
## $criteria
## 1 2 3 4 5 6
## AIC(n) -1.2314131 -1.217775 -1.2505936 -1.2505388 -1.2690326 -1.2244726
## HQ(n) -1.1820445 -1.135494 -1.1354000 -1.1024328 -1.0880142 -1.0105417
## SC(n) -1.1099045 -1.015261 -0.9670735 -0.8860130 -0.8235011 -0.6979353
## FPE(n) 0.2918831 0.295903 0.2863752 0.2864365 0.2812579 0.2941796
## 7 8
## AIC(n) -1.1932426 -1.1788984
## HQ(n) -0.9463992 -0.8991427
## SC(n) -0.5856995 -0.4903497
## FPE(n) 0.3036602 0.3082446



VARp model
Estimation of an VAR5

var <- VAR(us_app, p=5,type = "const",season = NULL,exogen=NULL)
summary(var)

##
## VAR Estimation Results:
## =========================
## Endogenous variables: consumption, income
## Deterministic variables: const
## Sample size: 151
## Log Likelihood: -308.714
## Roots of the characteristic polynomial:
## 0.7556 0.7556 0.7317 0.7274 0.7274 0.5929 0.5929 0.5861 0.5861 0.07184
## Call:
## VAR(y = us_app, p = 5, type = "const", exogen = NULL)
##
##
## Estimation results for equation consumption:
## ============================================
## consumption = consumption.l1 + income.l1 + consumption.l2 + income.l2 + consumption.l3 + income.l3 + consumption.l4 + income.l4 + consumption.l5 + income.l5 + const
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## consumption.l1 0.249201 0.089511 2.784 0.006111 **
## income.l1 0.057530 0.066418 0.866 0.387870
## consumption.l2 0.195246 0.093752 2.083 0.039108 *
## income.l2 -0.105256 0.069283 -1.519 0.130960
## consumption.l3 0.309770 0.094436 3.280 0.001309 **
## income.l3 -0.060424 0.069168 -0.874 0.383841
## consumption.l4 -0.033623 0.099079 -0.339 0.734848
## income.l4 -0.092317 0.070006 -1.319 0.189424
## consumption.l5 -0.008947 0.096663 -0.093 0.926389
## income.l5 -0.053639 0.066913 -0.802 0.424128
## const 0.405547 0.120559 3.364 0.000992 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
##
## Residual standard error: 0.6301 on 140 degrees of freedom
## Multiple R-Squared: 0.234, Adjusted R-squared: 0.1793
## F-statistic: 4.277 on 10 and 140 DF, p-value: 3.289e-05
##
##
## Estimation results for equation income:
## =======================================
## income = consumption.l1 + income.l1 + consumption.l2 + income.l2 + consumption.l3 + income.l3 + consumption.l4 + income.l4 + consumption.l5 + income.l5 + const
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## consumption.l1 0.465899 0.116814 3.988 0.000107 ***
## income.l1 -0.297595 0.086678 -3.433 0.000784 ***
## consumption.l2 0.018856 0.122349 0.154 0.877741
## income.l2 -0.120736 0.090416 -1.335 0.183935
## consumption.l3 0.436312 0.123242 3.540 0.000543 ***
## income.l3 -0.179726 0.090267 -1.991 0.048421 *
## consumption.l4 0.297404 0.129301 2.300 0.022921 *
## income.l4 -0.247987 0.091361 -2.714 0.007476 **
## consumption.l5 -0.004781 0.126148 -0.038 0.969823
## income.l5 -0.242960 0.087323 -2.782 0.006143 **
## const 0.627848 0.157333 3.991 0.000106 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
##
## Residual standard error: 0.8223 on 140 degrees of freedom
## Multiple R-Squared: 0.275, Adjusted R-squared: 0.2233
## F-statistic: 5.311 on 10 and 140 DF, p-value: 1.28e-06
##
##
##
## Covariance matrix of residuals:
## consumption income
## consumption 0.3971 0.1747
## income 0.1747 0.6762
##
## Correlation matrix of residuals:
## consumption income
## consumption 1.0000 0.3371
## income 0.3371 1.0000



VARp model

We check that the residual are a white noise
serial.test(var, lags.pt=10, type="PT.asymptotic")

##
## Portmanteau Test (asymptotic)
##
## data: Residuals of VAR object var
## Chi-squared = 13.11, df = 20, p-value = 0.8726



VARp model
Forecasting
fcst <- forecast(var,h=8)
plot(fcst, xlab="Year")
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Data usconsumption

Forecasting efficiency with a VAR5

print(sqrt(mean(us_test[,1]-fcst$forecast$consumption$mean)ˆ2))

## [1] 0.03271834
print(sqrt(mean(us_test[,2]-fcst$forecast$income$mean)ˆ2))

## [1] 0.2508865



Data usconsumption

Forecasting of consumption and income separately
mod1=auto.arima(us_app[,1])
pred1=forecast(mod1,h =8)
mod2=auto.arima(us_app[,2])
pred2=forecast(mod2,h =8)
print(sqrt(mean(us_test[,1]-pred1$mean)ˆ2))

## [1] 0.04460754
print(sqrt(mean(us_test[,2]-pred2$mean)ˆ2))

## [1] 0.6388838

Quality of prediction is lower when each times series is used separaterly.



Exercice: Data uschange
Try to find the best forecasting model for the 5 uschange time series
autoplot(uschange)
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Forecasting efficiency will be evaluated on 2016 data, and compare
to forecasting each time series separately.
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